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Alfabeto per facilitare la lettura dei calcoli ore si fa uso 


delle lettere greche. 
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' 02 ioni preliminari sopra il passaggio dal? .Aritmetica 
all' Algebra-, spiegazione , ed uso dei segni algebrici, pag, 
Qual sia la natura , ed il fine dell' Algebra. 

Bei segni , di cui si fa uso nell’ Algebra. 

Risoluzione di alcuni Problemi per mezzo dei segni algebrici. 
Cosa sia una Formula. 

Delle Equazioni. 

Cosa bisogni fare per risolvere un Problema col soc- 
corso dell’Algebra. 

Cosa sia un’ equazione , uno dei suoi membri } un termine. 
Della risoluzione delle Equazioni di primo grado ad una 
sola incognita. 

Regola per far passare un termineda un membro in unaltro. 
Per liberare l’incognita dalle quantità, che la moltiplicano. 
Per fare sparire i denominatori. 

Cosa bisogni fare per porre un Problema in equazione. 
Esempi. 

Metodi per effettuare , quanto è possibile , le operazioni 
indicate sulle quantità rappresentate da lettere. 
Spiegazione delle parole monomi , binomi , ec. > poli- 
nomi , quantità incomplesse , e complesse i 
Della somma delle quantità algebriche. 

Cosa sia un coefficiente. 

Regola per eseguire la somma. 

Regola per la riduzioue delle quantità algebriche. 

Della sottrazione delle quantità algebriche. 

Regola per eseguire la sottrazione. 

Della moltiplicazione delle quantità algebriche. 

Maniera d’ indicare la moltiplicazione delle quantità 
algebriche. 

Cosa sia una Potenza. 

Cosa sia un esponente. 

Come si formino le Potenze d’un numero. 

Regole per la moltiplicazione delle quautità monomie. 
Cosa sia il grado d’ un prodotto. 

Nota sulla parola dimensione. 

Bella moltiplicazione delle quantità complesse. 

Regole dei segni. 

Regole per eseguir la moltiplicazione. 

Esempi della moltiplicazione delle quautità complesse. 
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Cosa sia un* espressione omogenea pag. 

Espressione del prodotto della somma di due quantità per la 
loro differenza, del quadrato, e del cubo d’uu binomio. 

Maniera d’ indicare la moltiplicazione delle quantità 
complesse. 

lìdia divisione delle quantità algebriche. 

Regole per dividere le quantità monomie. 

Cosa significhi una quantità , il cui esponente è zero. 

Come si simplifichi una divisione indicata allorché la 
medesima non può effettuarsi. 

Divisione delle quantità complesse. 

Cosa sia 1' ordinare i termini d’ una quantità. 

Regole per eseguire la divisione. 

Esempi di divisione. 

Cosa bisogni fare allorché si trovan più termini con- 
tenenti la medesima Potenza della lettera , per rap- 
porto alla quale si è ordinato un Polinomio. 

Esempio. 

J3 elle frazioni algebriche. 

Come si riconosca che una divisione di quantità com- 
plesse non può effettuarsi. 

Come , quando è possibile , si simplifichi la frazione , 
cbe ne resulta. 

Cosa sia il massimo comune divisore di due quantità 
algebriche. 

Come questo si determini. 

Precauzione necessaria per riuscire nell’ operazione al- 
lorché la quantità , che si prende per divisore , con- 
tiene più termini dove la lettera , per rapporto alla 
quale abbiamo ordinato , si trova al medesimo grado. 

• Cosa bisogni fare per ottenere in .principio i divisori 
indipendenti da questa lettera. 

Recapitolazione delle regole del calcolo delle Frazioni. 

Risoluzione d’ un 1 Equazion letterale di primo grado. 

Bei Problemi a due incognite , e delle quantità negative. 

' Esempi. 

Cosa bisogni fere allorché si arriva ad un* Equazione , 
i cui due membri sono affetti dal segno — 

Problema , nel quale il valore d‘ una delle incognite 

. è affetta dal segno — . 

• Cosa significhi questo segno. 

In qual maniera i valori affetti dal segno — debbano 
sodisfare all’ equazioni del Problema. 

Epilogo delle osservazioni precedenti. 

Cosa sieno le soluzioni negative. 
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Dimostrazione delle regole del calcolo delle quantità 
negative isolate pag. tìS 

Come si combinino , per rapporto ai loro segni , i mo- 
nomi isolati. 69 

Comesi possa trovare il vero enunciato d’on Problema, ri- 
spetto al quale abbiamo incontrati dei valori negativi. 70 
Problema , i cui differenti casi offrono degli esempi di 
diverse singolarità , òhe possono presentare 1* espres- 
sioni dell’incognita nell’ equazioni di primo grado. ivi 

Cosa significhi il resultato 


| • il resultato 

1 Sota sull’ uso della parola 
Conclusione generale di eie 
Uso del cangiamento di segno delle quantità per ab- 
bracciare più Problemi in un solo. ivi 

Risoluzione dei Problemi precedenti non impiegandovi 
che una sola incognita. 81 

Problema , il quale conduce all’ Equazioni generali di 
primo grado a due incognite. 84 

Della risoluzione. <T un numero qualunque d' equazioni di 

primo grado contenenti un egual numero d incognite 88 

Regola generale per dedurne Un’equazione a una sola 


incognita eliminando successivamente tulle le altre. ivi 
Esempi. ' ivi 

Problemi da risolversi. p 4 

Formule, generali per la risoluzione dell' Fefuazioni di 

primo grado. 1 • g 5 

Metodo generale per eliminare tra due equazioni un’ in- 
cognita al primo grado. ; 97 

Valori' generali dell' iucognite nelle equazioni di primo 
grado a tre incognite. 100 

Regola generale per formare i valori dell’ incognite. 101 
Applicazione delle formule generali. io 3 

Dell' equazioni di secóndo grado a una sola incognita. 104 
Esempi dell’ equazioni di secondo grado , le quali non 
contengono che un termine incognito. ivi 

Dell’ estrazione delle radici quadrate dei numeri interi. lo 5 
Dei numeri', i quali non sono quadrati perfetti. nò 

Carattere , dal quale si riconosce che la radice trovata 
non è troppo piccola. ‘ .‘ ivi 

Come si faccia il quadrato d’ una frazione , e come se 1 
n’ estragga la radice. ' , in 
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identica. 

» , che precede. 
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Qualunque numero primo il quale divide il prodotto di due 
numeri, divide necessariamente uno di questi numeri, p. ni 
Nota sulla decomposizione de’ numeri in fattori. m 

. I numeri interi i quali non sono quadrati , non hanno 

radice nè in numeri mteri , ne in numeri frazionari. 1 1 3 
Cosa sia un numero commensurabile , 6 razionale. ini 
Come s' indichi con un radicale la radice da estrarsi n 4 
Metodo per approssimarsi alle radici. ivi 

Metodo per abbreviare mediante la divisione l’ estrazio- 


ne delie radici . ti 5 

Metodo per continuarla indefinitivamente colle frazioni 
ordinarie. jj6 


la radice approssimativa d’ una frazione , i cui ter- 
mini non son dei quadrati, 1 17 

Risoluzione dell' equazioni di secondo grado , le quali 
non contengono che il quadrato dell’ incognita. 1 18 

La radice quadrala di una quantità può essere presa 
tanto col segno -j- , quanto col segno — . 119 

La radice quadrata di una quantità negativa a immagi- 
naria. 1 a 1 

Deir equazioni complete di secondo grado. 122 

Formula generale per la risoluzione dell’ equazioni di 
secondo grado a una sola incognita. ivi 

Regola generale , che bisogna seguire per risolverle. 124 
Esempi , sui quali dimostransi le proprietà delle soluzio- 
ni negative. 125 

Problema , che fa vedere in qual caso i Problemi di se- 
condo grado divengano assurdi. 127 

Dell* espressioni , ohe si dicono immaginarie. 1 3 o 

Prova diretta che 1 ’ equazioni di secondo grado hanno 
sempre due radici. ivi 

Risoluzione di alcuni Problemi. 1 3 a 

Problèma , il quale conduce a dei valori singolari allor- 
ché si risolve colla formula generale. t 35 

D ell estrazione della radice quadrata dalle quantità al - 

gebriche. " t 4 i 

Trasformazione , per mezzo della quale si possono sim- 
pi iticare le quantità radicali. " ivi 

Estrazione della radice quadrala delle quantità monomie, ivi 
delle polinomie, " i 43 

Della formazione delle Potente de' monomi , e dell' estra - 
ttone delle loro radici. _ 1 46 

Tavole delle sette prime Votenze dei numeri, da 1 fino a g. 147 
Come s' alzi una quantità «uonomia ad u ua l’utenza 
qualunque., i4*> 
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Come si estragga la radice di ut) grado qualuuqae da 


Come si simplifìchi un espressione radicale monomia. 1 
PilF radici immaginarie in generale. ivi 

Degli esponenti frazionari^ i 5 o 

Itegli esponenti negativi. i 5 i 

Della formazione delie Potenze delle quantità complesse. i 5 a 
Maniera d 1 indicare queste Potenze. ivi 

Forma del prodotto d’ un numero qualunque di fattori 
di primo grado. i 53 

Osservazioni , col mezzo delle quali si deduce da que- 
sto prodotto io sviluppo di una Potenza qualunque 
di un binomio. ivi 

Teoria generale delle permutazioni , e delle combinazioni. i 56 


del binomio. - 

Termine generale della formula del binomio. 160 

Applicazione della formula del binomio a degli esempi. i6r 
Trasformazione di questa formula per facilitarne l’ uso. 162 
Applicazione a una trinomio. i 63 

Dell' estrazione delle radici delle quantità complesse. ivi 
Dell’ estrazione della radice cubica dei numeri interi. ivi 
Dell’ estrazione della radice cubica delle frazioni. i(jq 

Metodi per approssimarsi alle radici cubiche dei nume- 
ri , i quali non sono dei cubi perfètti. . 168 

Dell’estrazione delle radici dei gradi più, elevati . 169 

Dell’ estrazione delle radici delle quantità letterali.- 171 
D e Jf Equazione a due termini. 172 

Divisione di — a m per x—a. 174 

Dei fattori dell’ equazione at'**— a m =o , e .delle radici 
della m utai i ^5 

Degge generale sopra il numero delle radici di una Equa- 
zione , e distinzione delle determinazioni aritmetiche , 
e delle determinazioni algebriche delle radici dei sumeri . 177 
Dell Equazioni , le quali posson risolversi come quelle 

di setondo grado. ' • < ivi 

Determinazione delle loro diverse radici. 178 

•Pel calcolo dei radicali. 179 

Metodi per effettuare sui "radicali del medesimo grado 
le quattro operazioni fondamentali. ivi 

Metodi per alzare un Radicale ad una Potenza qualunque. 183 
Metodi per estrarre la radicq.di un grado qualunque. t 83 
-■ per ridurre al medesimo grado i radicali di gra- 
di differenti. ° 184 

■ P er passar sotto un radicale un faltore } cheu’è fuori, ivi 


VII» 


per la moltiplicazione , e la divisione dei radica- 
li qualunque. _ _ P °g\ 

Osservazioni sopra alcuni casi singolari del calcolo dei 

radicali. 

Determinazione del prodotto \ — « X V — *• 


187 
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196 
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Delle diverse espressioni del prodotto \ a X \b . 

Del calcolo degli esponenti frazionari. 

Come se ne concludono le regole date per il calcolo dei 
radicali. 

In che cosa consista il vantaggio , che egli ha su que- 
st’ ultimo. 

Teoria generale delle Equazioni. 

Sotto qual forma si pongano 1’ equazioni. 

Cosa sia la radice di una equazione. 

Proposizione fondamentale di questa Teoria. 

Della decomposizione dell’ equazioni in fattori sempli- 
ci , o di primo grado. 

Del numero dei divisori di primo grado , che può evere 
una equazione. 

Della composizione di una equazione per dei fattori sem- 
plici , o di primo grado. 

Formazione dei suoi coefficienti. 

Nota sulla composizione delle equazióni. . 

Quanti fattori d’ un grado dato possa avere un’ equa- 
zione. ■ _ *9® 

Dclf Eliminazione tra V Equazioni dei gradi superiori 

al primo. ‘ ' . >99 

Della sostituzione del valore di una, delle incognite. ivi 

Regola per fare sparire un radicale. 200 

Formule generali dell’ equazioni a due incognite , ed 
in qual maniera si pongano sotto la ferma d’ equa- 
zioni a una sola. 201 

Formule di eliminazióne tra due equazioni di secondo 
grado. 1 ’ ■ 

Condizione , alla quale debbono sodisfare i valori di una 
medesima incognita comune a due equazioni. 

In qual maniera la ricerca del cornuti divisore di due 
equazioni conduca all 1 ' eliminazione d’ una delle in- 
cognite. 

Cosa bisogni fare , allorché si è ottenuto il valore di 
una delle incognite nell’ equazion finale , per risalire 
a quello dell’ altra incognita. : ( • 

Metodo per eliminare una incognita tra due equazioni 
qualunque. 
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Cali singolari , nei quali 1* equazioni proproste lasciano 
il Problema indeterminato, oppure sonocoulradiltorie.^. 

Metodo , che Eulero sostituisce alla ricerca del couiun 
divisore. 

inconvenienti dell’ eliminazione successiva delle incogni- 
te allorché si hanno più di due equazioni , ed in- 
dicazione del grado , al quale deve salire 1’ equazio- 
ne finale. 

Della ricerca delle radici commensurabili , e delle radici 
eguali dell' Equazioni numeriche. 

Qualunque equazione, i cui coefficienti son dei numeri 
interi , quello del primo termine essendo 1 , non può 
avere per radici che dei numeri interi, o dei nume- 
ri incommeusurabili. 

Maniera di fare sparir le frazioni da un’equazione. 

Ricerca dei divisori commensurabili di primo grado. 

Maniera di ottener l’equazione, le cui radici sono le 
differenze tra una delle radici della proposta, e tut- 
te le altre. 

Ricerche delle radici eguali. 

Formazione dell’ equazione alle differenze tra tutte le 
radici prese due a due , e dell’ equazione ai quadrati 
di queste differenze. 

Mezzo per fare sparire un termine qualunque d’ un’ e- 
quazione. 

Deila decomposizione dell’ equazioni in fattori d’ un. gra- 
do superiore al primo. 

Della nsoluzion per approssimazione dell ’ Equazioni nu- 
meriche. 

Come possa riconoscersi che un’ equazione ha una radice 
reale compresa tra due numeri dati. 

JVoto sui cangiamenti di valore dei polinomi. 

Determinazione d’ un numero , che rpnda il primo ter- 
mine maggior della somma di tutti gli altri. 

Qualunque equazione di grado impari ha almeno una 
radice reale di segno contrario al suo ultimo termine. 

Qualunque equazione di grado pari ha almeno due ra- 
dici reali , e di segno - con trario , allorché il suo ul- 
timo termine è negativo. 

Determinazione dei limiti delle radici, In un esempio. 

Applicazione a quest' esempio del metodo di Newton 
per approssimarsi alle radici di un’equazione. 

Caratteri , dai quali si riconosce il grado di approssi- 
mazione , al quale siamo arrivati. 

Inconveniente di questo metodo allorché le radici sono 
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poco differenti F una dall’ altra. 
, Nola sulle radici eguali 


P a S- 


Come si provi l’esistenza delle radici eguali ed ineguali 
tanto col mezzo dell’equazione ai quadrali delle dif- 
fidènze delle radici , 

quando moltiplicandole radici per dei nume- 
ri più , o meno grandi. 
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Uso della divisione delle radici per facilitar la risolu- 
zione di un’equazione , i cui coefficienti son dei nu- 
meri grandi. 

Metodo di approssimazione dovuto a Lagrange. 

Delle Proporzioni , e delle Progressioni. 

Principali proprietà dell’ equidifferenza , e della pro- 
porzione. 

Nota sui rapporti eguali , e le frazioni eguali 
Cangiamenti , che si possono far subire alle proporzioni. 246 
"Della progressione per differenza. s a5i 

Termine generale. ivi 

Somma. * 25» 

‘ Della progressione per quoziente. ivi 

Termine generale. .ir 253 

Somma. . . , , ^ - , ivi 

Delle progressioni per quoziente , la cui somma ha un 
limite determinato. 

Maniera di dedurre tutti i termini di una progressione 
per quoziente dall’ espressione della sua somma. 

Divisione -di m per m — 1 , continuata all’ infinito. 

In quali casi il quoziente di quest’ operazione è conver- 
- gente , e può esser preso per il valore approssimativo 

ni 


254 

256 


della finzione ■ 


- , m — 1 

Cosa sieoo le serie divergenti. 

Teoria delle Quantità esponenziali , e dei Logaritmi. 
DeUegame. che esiste tra le differenti maniere di calcolare. 
Conseguenze notabili , che resultano dalla generazione 
dei numeri mediante le Potenze di un solo. 

Cosa sia un logaritmo , una base di logaritmi. 

Maniera di calcolare delle Tavole di logaritmi. 

Nota contenente il metodo proposto da Long , e la Ta- 
vola delle Potenze decimali di io. 

Cosa sia la caratteristica dei logaritmi. 

Dei logaritmi delie frazioni. 

Dei complementi aritmetici. 

Mimerà <*< passare da un sistema di logritmi ad un altro. 
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Qual sia il logaritmo <li aero. png. 271 

Applicazione ilei logaritmi alla valutazione numerica 
delle formule algebriche. mi 

Applicazione dei logaritmi alla regola del tre. iv i 

I logaritmi dei numeri in progressione per quoziente so- 
no in progressione per differenza. 273 

Applicazione dei logaritmi alla risoluzione delle equa- 
zioni , ove l’ incognita entra come esponente. ivi 

Problemi relativi al frutto del denaro, ivi 

Del frutto semplice. 274 

Del fruito composto. ivi 

Dell’ annualità. 277 

Come si possano paragonare tra loro delle somme pa- 
gabili in epoche differenti. 279 

Aggiunta. 3 ^°_ 

jVb la sul Problema dei due corrieri. ivi 
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ELEMENTI D’ALGEBRA 


Ifozioni preliminari sopra il passaggio dell' ArìTiÌEwCA 
all' Algebra ; spiegazione , al uso de' segni H 
algebrici. 1 

* r 


Lbbiamo dovuto Osservare nel Trattato elementare 


titmetica più Problemi . 


cui soluzione è composta di dué 


parti ; una , che ha per fine di cercare a quali delle quat- 
tro operazioni f ondamcntali si rapporta la determinazione del 
numero incognito per mezzo dei numeri dati ; 1’ altra 1’ ap- 
plicazione di quelle operazioni. La prima parte indipenden- 
te da qualunque maniera di scrivere i numeri , o da qualun- 
que sistema di numerazione , si aggira interamente sullo svi- 
luppo delle conseguenze , che resultano esplicitamente , e im- 

J ilicitamente dall’enunciato , o dal modo col quale quest'ennnciato 
ega i numeri cogniti coi numeri incogniti , cioè a dire s’occupa 
delle relazioni , che stabilisce tra questi numeri. In generale 
si pub , se queste relazioni non son complicate , trovare col 
semplice ragionamento il valore dei numeri incogniti. Bisogna 
per questo decomporre le condizioni , che in se contengono le 
relazioni enunciate , traducendo queste relazioni in una serie di 
frasi equivalenti , l’ultima delle quali debb’ essere concepita 
in questi termini : L' incognita eguaglia la somma ì o la dif- 
ferenza , o il prodotto , o il quoziente delle tali e tali gran- 
dezze. L’ esempio seguente schiarirà ciò che queste nozioni ge- 
nerali possono contenere di oscuro; 

Dividere un numero dato in due parli tali che la prima 
sorpassi la seconda d' un eccesso dato> 

Per arrivarvi si osserverà i.° che 

Za parte maggiore è eguale alla minare ,pià V eccesso dato y 
e che per conseguenza , se la parte minore fosse cognita , ag- 
giungendole quest' eccesso se a’ avrebbe la maggiore* 
a. 0 che 

Za parte maggiore unita alla minare formano il numerò da 
dividersi. 

Sostituendo in quest’ ultima frase alle parole, la parte mag- 
giore , 1’ espressione equivalente riportala qui sopra , eìòò j la j 
parte minore , più f eccesso dato , si trova elle 
Algebra i 
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ELEMENTI 

La parie minore , più I' eccesso dato , più ancora la parte 
minore formano il numero da dividersi. 

Ala allora la frase può essere abbreviata enunciandola cosi : 
Due volte la parie minore unita con f eccesso dato forma- 
no il numero da dividersi ; 
e se ne conclude necessariamente che 

Due volle la parte minore è eguale al numero da divider- 
si , diminuito dell eccesso dato : 
dunque 

Una volta la parte minore è eguale alla metà della diffe- 
renza tra il numero da dividersi , e t eccesso dato j 
Ovvero , il che torna lo stesso , 

La parte minore è eguale alla metà del numero da divi- 
dersi , meno la metà dell' eccesso dato. 

Ecco dunque risoluto il Problema proposto , poiché , per 
ottenere le parti cercate, serve far delle operazioni puramente 
aritmetiche sopra dei numeri cogniti. 

Se , per esempio , il numero da dividersi fosse 9 , e 1’ ec- 
cesso della parte maggiore sulla minore 5 , la parte minore sa- 

9 5 

rebbe , secondo la regola spiegala , eguale a — meno — , ov- 

{ 3 2 

vero a — , o finalmente a 2 j e la maggiore composta della 
2 


minore piti l’eccesso 5, sarebbe eguale a 7 . 

2 . I ragionamenti semplicissimi nel Problema proposto qui 
sopra, ma complicatissimi in altri , componendosi , in genera- 
le d’ un certo numero di espressioni , tali come aggiunto ad , 
diminuito di , è eguale ad , ec. , ripetale frequentemente , 
e dipendenti dalle operazioni , per le quali le grandezze , che 
entrano nell’ enunciato del Problema , son legale tra loro , 
è chiaro che si abbrevierebbero molto rappresentando ciascu- 
na di queste espressioni con un seguo ; e ciò si fa nel modo, 
che segue : 

Per indicare la somma , si fa uso del segno -f> , che signi- 
fica pii t. 

Per la sottrazione , si adopera il segno — , che significa 
meno. 

Per la moltiplicazione si nsa' il segno X , che significa 
moltiplicato per. 

Per indicare che due quantità deggiono esser divise l’ una 
per l’altra, si pone la seconda sotto la prima, e si separano 


• 5 

con una linea ; — significa 5 diviso per 4 . 
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Finalmente , per indicare che due quantità sono eghali , si 
pone tra le loro espressioni il segno , che significa eguale. 

Queste- abbreviazioni , benché di già considerabilissime , non 
Sono ancora bastanti , poiché siamo obbligati di ripetere spes- 
so il numero da dividersi , il numero dato ec. , la parte mi- 
nore, il numerò cercato , ec. ; ciò che allunga molto la frase. 
A riguardo delle quantità date, l’espediente, che si è offerto 
a prima vista , è stato di prendere , per rappresentarle , dei 
numeri determinati, che servan d’esempio, come n'abbiamo 
fatto uso in Aritmetica ; ma la cosa uon essendo possibile a 
riguardo dei numeri incogniti , fu ad essi sostituito un segno 
di convenzione , il quale ha variato col tempo. Finalmente è 
stato convenuto d’ impiegare le lettere dell’ Alfabeto ; quasi sem- 
pre ci serviamo dell’ ultime , come in Aritmetica si mette un 
a: per il quarto termine di una Proporzione , della quale non 
si conoscano che i tre primi : dall’ uso di questi segui ne re- 
sulta 1’ Algebra. 

Con questo mezzo vado a riprendere il Problema del n.° i. , 
e rappresenterò l'incognita, o il numero minore con una let- 
tera , x , per esempio il numero da dividersi , e l' eccesso da- 
to coi due numeri q , e 5 ; la maggiore delle parli cercate 
Sarà espressa da ar-j-5 , e la loro somma da * + 5 + x : si 
avrà dunque 

ma scrivendo ttx pel doppio della quantità x, ne resulteiìt 
2 x~ f-5:=g. 

Quest espressione mostrando che bisogna aggiùnger 5 al nume- 
ro zi per aver g, ne concluderò che 2 x=g — 5, ovvero che 

i e c he finalmente r — •— — ■». 

2 

Confrontando adesso ciò che significano le frasi abbreviate j 
Che ho scritte per mezzo dei segni convenuti , con quelle , 
che mi hanno condotto alla soluzione col solo ragionamento j 
Si vedrà che le une non sono che la traduzione dell’ altre. 

Il numero 2 , resultato delle operazioni precedenti , non con- 
viene che all’ esempio particolore , che ho scelto , laddovechè' 
il solo ragionamento insegnandoci che la parte minore è eguale 
alla metà del numero da dividersi, meno la metà dell' eccesso 
dato , fa vedere come il numero incognito si compone coi. nu- 
meri dati, e somministra una regola , per' mezzo della quale- 
si posson risolvere tutti i casi particolari Compresi nel Pro- 
blema enunciato. • 

Questo vantaggio del ragionamento , impiegalo Solo', dipende 
da ciò , che non indicando alcun numero in particolare , i ntr- 
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meri dall passano senz’ «Ite iasione da una frase all' altra , me*^ 1 
tre che considerando dei numeri determinali , si effettuano, a 
misura che si presentano, tutte le operazioni sopra questi nu- 
meri • e quando siamo arrivati al resultato , non resta alcuna 
traccia del come il numero a , al quale si può arrivare con una 
infinita di operazioni differenti , è stalo formato per mezzo 
dei numeri dati 9 , e 5 . ' 

3. Si eviteranno questi inconvenienti rappresentando il nu- 
mero da dividersi , e /’ eccesso dato con dei caratteri indipen- 
denti da qualunque valore particolare , e sopra i quali non si 
possa per conseguenza effettuare alcun calcolo. Le lettere del- 
1 ’ Alfabeto sono adattissime a quest’ uso , ed il Problema pro- 
posto può col mezzo loro enunciarsi cosi : 

Dividere un numero cognito , rappresentato per a , in due 
■parti tali , die la maggiore abbia sulla minore un eccesso da- 
to , rappresentato per b. 

Indicando la parte minore per x , 

La maggiore sarà espressa da x-\ -b. 

La loro somma , o il numero da dividersi , sarà equivalen- 
te ad x + b + * 1 ovvero a ix + b. 

La condizione del Problema darà dunque 

- lx-\-b—a. 

Adesso egli è manifesto che , se bisogna aggiungere al dop- 
pio di x , o a ix la quantità b per fare la quantità a , ne 
resulta che bisogna diminuire a di b per ottenere ix , e che 
per conseguenza ix — a — b. 

ab 

Da ciò si .concluderà che la metà di 2X, ovvero terz— — ■ 

Quest’ ultimo resultalo essendo tradotto nel linguaggio ordi- 
nario mediante la sostituzioue delle parole, e delle frasi , che 
sodo indicate dalle lettere, e dai segni eh’ esso contiene , som- 
ministra la regola trovata qui sopra , secondo la quale , per 
conseguir la minore delle parli cercate , si dee dalla metà del nu- 

a b 

mero da dividerti, 0 da —, togliere la metà dell'eccesso dato , o— .• 
a a 

Conoscendo la parte minore, se n’avrà la maggiore con ag- 
giungere alla minore 1 ’ eccesso dato. Questa osservazione è suffi- 
oiente per termiuarAigrisolvere il Problema proposto; mal’ Alge- 
bra dà di più : essa sonljuiinistra una regola per calcolare la parte 

a b 

maggiore senza il soccorso della minore , ed ecco come : — — — 


Digitized by Google 


I)' algebra 5 

estendo il valor di quest' ultima ; aumentandolo dell’ecoesso i» 

ab ab 

•i avrà per la parte maggiore 1 -bi ora 1- b 

3 2 2 2 

a 

•prime che , dopo aver tolta da — la metà di b, bisogna ag. 

2 

giungere al resto il b tutto intero , ovvero due metà di b ; il 

a 

che ti riduce ad aumentare — d’ una metà di b , ovvero di 

2 

b ( ab ab 

• — . E evidente da ciò che — — — + b si riduce ad f- — ; e 

■2 2 3 2 2 

traducendo quest’ espressione si comprende che la maggiore del- 
le due parli cercale è uguale alla mela del numero da dividersi 
più la metà dell' eccesso dato. 

Nel Problema particolare , di cui mi sono occupato in pri- 
mo luogo , il numero da dividersi era 9 , 1’ eccesso di una 
parte sopra Pallia 5 ; per risolverlo con le regole , alle qua- 
li sono adesso arrivato , bisognerà effettuare sopra i numeri 9 , 
e 5 le operazioni indicate sopra a , e b. 

9 5 

La metà di g essendo — , e quella di 5 essendo — , si avr^_ 
per la parte minore « 2 a 

9 __L = L=a , 

per la maggiore 322 

9 5 _ > 4 _ 

n 1 1 

4 - Ho indicato qui sopra per x la minore delle due parti , 
e n’ho dedotta la maggiore; se si volesse cercare immedia- 
tamente quest’ ultima , si osserverebbe che, rappresentandola 
per x , F altra sarebbe x — b ; poiché si passa dalla maggiore 
alla minore togliendo 1’ eccesso della prima sulla seconda. 11 
numero da dividersi sarebbe allora espresso da x — b -\- x t 
ovvero par ax — b , e s' avrebbe per conseguenza 

1x — b — a. r 

Questo resultato fa vedere che 2.r sorpassa la quantità a della 
quantità b , e che in conseguenza ax = a-\-b. Prendendo la 
meta di ix , e della quantità che gli è eguale per avere il 
valore di x , si ottiene 

a b 

x — 1 ) 

a u a 
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il che dà , per calcolar ia maggior delle due parli cercate , 
la medesima regola che qui sopra. Non mi tratterrò a dedurne 
l’espressione della minore. 

La stessa relazione tra dei numeri dati , e dei numeri inco- 
gniti può essere enunciala in più maniere differentissime ; quel- 
la , che ha condotto allo scioglimento del precedente Proble- 
ma , resulta ancora dell’ enunciato , che segue. 

Conoscendo la somma a di due numeri , e la lor differen- 
za, b , trovare ciascuno di questi numeri ; poiché in ahri ter- 
mini , il numero da dividersi è la somma delle due parti cer- 
cate , e la lor differenza è l’eccesso della maggiore sulla mi- 
nore. Questo cangiamento nei termini dell' enunciato essendo 
applicato alle regole trovale di sopra , esse danno : 

Jl minor dei due numeri cercali è eguale alla metà della 
loro somma , meno la metà della lor differenza • 

Il maggiore è eguale alla metà della loro somma , più la 
metà della lor differenza. 

5. Ecco un Problema analogo al precedente , ma un poco 
più complicato. 

Dividere un numero dato in tre parli tali , che V eccesso 
della media sulla minore sia un numero dato , e 1' eccesso del - 
fa maggiore sulla media sia un altro numero dato. 

Per fissare le idee , darò primieramente ai numeri cogniti 
j)ei valori determinati. 

Supporrò che il numero da dividersi sia 23o ; 

Cile l’eccesso della parte media sulla minore sia 4° » 

Che l’eccesso della parte maggiore sulla media sia 6o. 

Indicando la parte minore con x , 

La media sarò la minore più 4° j ovvero *+4o, 

E la maggiore sarà la media più 6o , ovvero a.--f-4o-J-6o.; 

Ora , le tre parti unite insieme debbono fare il numero da 
dividersi ; dunque 

;r-{-:E-{-4o-}-a:-f-4o~l-6o— 23 o. 

E riunendo da una parte i numeri dati , e dall’ altra il nu- 
mero incognito , x si troverà 3 volle nel resultato , e per ab- 
breviare , si scriverà 

3#-j~ i4o =a3o. 

Ma poiché bisogna aggiungere i4o al triplo di x per fere 23o x 
ne segue che togliendo »4o da a3o si avrà precisamente 11 tri- 
plo di a? , ovvero v i 

. 3x = 23o — 1 4° , 

oppure 

3x = 90 j 

9° 

C ne segue da ciò, che x — — , ovvero =3 3o^ 
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Aggiungendo a 3o ]’ eccesso 4° della media Sulla patte mi- 
nore , si avrà 70 per la parte inedia. 

Ed aggiungendo a 70 1’ eccesso 60 della parte maggiore sul- 
la media , si avrà i3o per la parte maggiore. 

6. Se i numeri cogniti fossero differenti da quelli indicali 
nell’ enunciato , si risolverebbe pure il Problema Seguendo il 
metodo tenuto nel paragrafo precedente ; ma si sarebbe obbli- 
gati a ripetere tulli i ragionamenti , e tutte le operazioni , per 
mezzo delle quali siamo arrivati al numero 3o , poiché nulla 
ci fa vedere come questo numero si formi per mezzo dei uu- 
meri dati , a3o , 4o , e 60. Per rendere la soluzione indipen- 
dente dai valori particolari dei numeri , e far vedere come il 
valor dell’incognita si forma per mezzo delle quautilà cognite , 
enuncierò adesso il Problema nel modo seguente. 

Dividere un numero dato a in tre parti tali che l' eccesso 
della inedia sulla minore sia un numero dato b , e 1' eccesso 
della maggiore sulla media sia un numero dato c. 

Denotando , come qui sopra , per x la quantità incognita , 
e scrivendo , per mezzo dei segni convenuti , e dei simboli a , 
b , c , che rappresentano le quantità coguile del Problema , 1 
ragionamenti latti precedeu teine u ts sopta i numeri , si loimerà 
di nuovo. • 

la parte minore x , 
la inedia a-j-4 , 

la maggiore a-j-i-j-c ; 

e la riunione di queste tre parti componendo il numero dà di- 
vidersi , bhoguerà che 

r-j-r-j-l-J-x-j-i-j-eiefl . 

Questa espressione , per quanto sia semplice , può auoora ab- 
breviarsi ; poiché , siccome essa fa vedere che a; entra tre vol- 
te nel numero da dividersi , e che l> vi entra due volle , iu 
vece di ic— f-zc — {— jc scriverò 3.r , in vece di -j- b -f- b scriverò 
zb , e si otterrà 

3a;~{- ab-\-c—a . 

Quest’ ultima espressione fa conoscere che bisogna aggiunge- 
te al triplo del mimerò rappresentato da x il doppio del nu- 
mero rappresentalo da b , ed oltre a ciò il numero rappresenta, 
to da c per formare il uumert) a ; laonde , se dal numero a 
si toglie il doppio del numero b , e poi ancora il uurnera c , 
si avrà precisamente il triplo di x , ovvero che 
3 x ~a—~%b — ■ c : 

ora » x essendo il terzo di tre volte se , ovvero di ìx , se ne 
concluderà «he 

a-— ab — c 

*= « 

3 
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Bisogna ben osservare che non avendo assegnato alcun va - 
lore particolare ai numeri rappresentali da a , b , c , neppure 
il resultato , cui souo giunto , dà alcun valore particolare per 
x ; esso indica solamente quali operazioni bisogna fare sopra 
questi numeri allorquando si assegna loro un valore per dedur- 
ne quello del numero incognito. 

a — 2 b — c 

Infatti, l’espressione , alla quale * è eguale, può 

3 

esser tradotta nel linguaggio ordinario scrivendo , in luogo del- 
le lettere , la denominazioue dei numeri cogniti , che esse rap- 
presentano , ed in vece dei segni l'enunciazione delle opera- 
zioni , che essi indicano ; formeremo cosi questa frase : 

Dal numero da dividersi togliete il doppio dell ’ eccesso del- 
la parte media sulla minore , ed oltracciò l'eccesso della mag- 
giore sulla media , e prendete il temo del resto. 

E seguendo questa frase letteralmente , si determinerà , me- 
diante le prime operazioni dell’ Aritmetica , la parte minore. 
Il numero da dividersi essendo , per esempio, 23 o , gli ecces- 
si 4° , e 6o , come nel numero antecedente , si' toglierà da 
a 3 o due volte 4 o , ovvero Bo , e 6o , resterà 90 , il cui ter- 
so sarà 3 o , come di già l’abbiamo .trovato. 

Se il numero da dividersi fosse §20 , i due eccessi 5 o , e 
120; si toglierebbe da 52 o due volte 5 o , ovvero 100, e 120, 
resterebbe 3 oo , il cui terzo , ovvero 100 , sarebbe la parte 
rumore -, si troverebbero le altre due aggiungendo 5 o a 100 , 
il che farebbe i 5 o 5 poscia aggiungendo 120 a questo resulta- 
lo , ne verrebbe 270 ; cosi le tre parti domandate sarebbero 
100 , t 5 o , 2jo , 

e la loro somma sarebbe 5 ao , come esige il Problema. 

Ecco perchè i resultati Algebrici altro non sono ordinaria- 
mente che l’indicazione delle operazioni da affetlùarsi sopra 
dei numeri per trovarne degli altri ; tali resultati in generai; 
si chiamano Formule. 

Questo Problema , benché più complicalo di quello del n.° i., 
può ancora essere risoluto col linguaggio ordinario 5 ciò rer\- 
de&i manifesto dalla qui annessa Tavola , ove di fronte a cia- 
scun ragionamento si è posta la sua traduzione in caratteri 
Algebrici.. L’ esame attento di questa Tavola non dee lasciar; 
alcun dubbio sull’ utilità dell’ Algebra , e sopra le circostanza 
della sua invenzione. 


« 
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ancora 1‘ eccesso della maggiore sulla media : 

Dunque finalmente la parte minore è eguale al terzo di quello 
che resta dopo che si è tolto da! numero da dividersi due volte 
1' eccesso della media sulla minore , ed oltracciò 1’ eccesso della 
maggiore sulla media. 
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7. I segni convenuti nel numero a. non sono i soli , di 
cui ci serviamo in Algebra ; nuove considerazioni in seguito 
ne introdurranno dei nuovi. Abbiamo di già dovuto osservare 
che ho indicata nel num.° 2. la moltiplicazione di x per 
a, e nei num. 5. e 6. quella di * per 3, quella di b per 
2 , ponendo solamente queste cifre aventi delle lettere x, e 
b , senza alcuna interposizione di segno , e così ne farò uso 
d’ora in avanti,- di maniera che ogni numero posto alla sini- 
stra di una lettera sarà moltiplicatore del numero , che rap- 
presenta questa lettera : 5x , 5 a , ec. indicheranno 5 volle x , 

3 3x 

cinque volte a , ec. ; — x , ossia — , ec. indicherà i di 

4 . 4 

x , ovvero 3 volte x diviso per 4 , ec. 

In generale la moltiplicazione s’ indicherà da ora in poi 
ponendo i fattori in seguito gli uui degli altri , senza alcuna 
frapposizione di segno , ogni volta che non ne resulterà con- 
fusione. 

Così le espressioni ox , bc , ec. saranno equivalenti ad 
hXc, ec. Ma non si potrà sopprimere il segno X allorché 
si tratterà di numeri, perchè allora 1’ espressione 3x5 , il cui 
valore è »5 , divenendo 35 per l 1 omissione del segno X , 
cangerebbe interamente di significato. In questo caso si suole 
Etiche sostituire spesso un punto al seguo X j c si scrive 3. 5. 

Pelle Equazioni. 

8. Esaminando attentamente la soluzione dei Problemi de» 
numeri 3. e 6, la troveremo composta di due parli assai bene 
distinte. Nella prima si esprimono , per mezzo dei caratteri 
algebrici , le relazioni , che l’ enunciato del 'Problema stabi- 
lisce tra le quantità cognite e le quantità incognite ; e ciò con- 
duce ad eguagliare due quantità tra di loro , cioè ; 

Nel num. 0 3. le quantità 2 x-{-ò , ed a. 

Nel num.° 6. le quantità 3x-f-2£-j-c, ed a. 

Poi da questa eguaglianza si deducono una serie di conse- 
guenze f che conducono finalmente ad eguagliare l’ incognita x 
ad una riunione di quantità date connesse tra loro per mezza 
di operazioni., che si sanno eseguire : ecco la seconda parte 
della soluzione. 

Le due parti , che ho pocanzi indicate , si trovano in quasi 
tutti i Problemi , che son d’attenenza dell’ Algebra. È difficile 
dare , alruen per adesso , una regola , secondo la quaje si possa 
effettuare la prima parte , quella , cioè , che ha per oggetto là 
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traduzione in caratteri algebrici delle condizioni del Proble- 
ma. Bisogna, per riuscirvi, familiarizzarsi colla scrittura al. 
jgebrica , ed acquistar 1’ abitudine di decomporre 1' enunciato 
di un Problema in tutte le sue circostanze , sì esplicite , che 
implicite. Ma allorché siamo arrivati a formarei due numeri , 
che il Problema suppone eguali tra loro , abbiamo dei meto- 
di per dedurre da quest' espressione algebrica il valor dell* in- 
cognita; il che forma P oggetto della seconda parte della so- 
luzione. Prima di farli conoscere spiegherò qualche denomi- 
nazione , di cui gli Algebristi si servono per questo oggetto,* 

Un’ Equazione è P eguaglianza di due quantità. 

L’ unione delle quantità , che sono da una medesima parte del 
segno=, si chiama membro ; un’equazione ha due membri , 

Quello , eh’ è a sinistra, si dice il primo membro ; l’altro 
è il secondo- 

Nell’ Equazione 2x-|-fc=uj , 2x -{ -b è il primo membro } et 
jl secondo membro. 

Le quantità , che compongono un medesimo membro , al- 
lorché esse son separate dai segni -f-, o — , si chiamano termini. 

Così il primo membro dell'equazione a* -f- b <= a contiene 
due termini , cioè 2x , e+b. 

L’ equazioue |x+7=8x — ia ha due termini in ciascun 
de’ suoi membri , cioè 

, c + q nel primo , 

Bx , e — 12 nel secondo. 

Benché io abbia preso a caso , e per servir, d’ esempio, l’e- 
quazione ^x-^-q— 8x — ia , la medesima debb’ essere conside- 
rata nello stesso modo che tutte 1’ altre , delle quali parlerò in 
appresso , come proveniente da un Problema , di cui si può 
trovar sempre un enunciato traducendo in linguaggio ordina- 
rio l’equazione proposta. Quella di cuLsi tratta , si riduce a 

Trovare un numero x tale che aggiungendo 7 ai ~ di x , 
fa somma sia eguale a 8 volle x , meno 1 %. 

Parimente 1 ’ equazione ax-\-bc — ex— ac — bx , nella quale , 
le lettere <2 , b , c, rappresentano delle quantità cognite , cor- 
risponde al Problema seguente. 

Trovare un numero x tale che moltiplicandolo per un nu- 
mero dato a , poi aggiungendovi il prodotto de' due numeri dati 
b , e c , e togliendo da questa somma il prodotto del numero 
dato c per il numero x , abbiasi un resultato eguale al prodotto 
dei numeri a , e c , diminuito di quello dei numeri b , ed x. 

Goll’ esercitarsi molto a passare dal linguaggio ordinario alla 
scrittura algebrica , e da questa ritornare al primo , si arri- 
verà a familializzarsi coll’ Algebra , la cui difficoltà non con- 
siste in altro se non che nella perfetta intelligenza dei segni , 

$ nell’ impiego de’ medesimi 
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Ricavare da un 1 equazione il valore dell’ incognita , ovve- 
ro arrivare ad aver questa incognita sola in un membro , e 
quantità tutte cognite nell’altro, egli è ciò che si dice risol- 
vere questa equazione 

I diversi Problemi , che si possono aver da risolvere , con- 
ducendo ad equazioni più, o meno composte , si son divi- 
,se queste in pià classi , o gradi. Vado ad occuparmi primie- 
ramente delle equazioni di primo grado. Si chiamano così le 
equazioni , nelle quali le incognite non sono moltiplicate nè 
per loro stesse , nè fra di loro. 

Della risoluzione delV Equazioni di primo grado 
ad una sola incognita. 

9. Abbiamo di già veduto che risolvere un’ equazione vuol dire 
arrivare ad una espressione , nella quale l'incognita sola in un 
membro sia eguagliata a quantità cognite, nell'altro membro com- 
binate tra loro per mezzodì operazioni, che si sappiano effettuare. 
Segue da oiò che bisogna , per condurre un' equazione a questa, 
stato , liberare 1’. incognita delle quantità cognite, con le quali 
essa si trova combinala : ora 1’ incognita può trovarsi combi- 
nata in tre maniere diverse colle quantità cognite ? 

1.® Per addizione, e sottrazione , come nelle equazioni 
<r-f 5=9— x , 
a-\-x=.b—x } 

a-® Per addizione , sottrazione , e moltiplicazione, come net 
l’ equazioni 

qx — 5=l2-f-4x> 

ax—b—cx d ; 

S.° Finalmente per addizione , sottrazione , moltiplicazione, 
c divisione , come nell’ equazioni 
5* 11 

h 8 — — * + 9> 

, 3 13 

- . àx mx p- 

f- ex — zi = [- — . 

b n q 

Si libera l’incognita delle addizioni , e sottrazioni, omessa 
entra con delle quantità cognite , riunendo in un sol membro 
tutti i termini ove la medesima si trovale per questo bisogaa 
Sapere far passare un termine da un membro nell’ altro. 

io. Per esempio , nell’ equazione r 

qx — 5=1 2-f*4x 

bisogna far passare il termine 4® dal secondo' membro nel pri- 
mo, cd il termine —5 dal primo nel secondo. Per questo deb* 
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diamo osservare che, scancellando -f- 4 * ne * secondo membro , 
si vien questo a diminuire della quantità 4 * , e che bisogna ope- 
rare la medesima sottrazione nel primo membro , per conser- 
var l'eguaglianza di questi due membri ; scriveremo dunque 
— 4ar nel primo membro , che diverrà qx — 5—4* j ed avremo 
qx — 5 — 4 *— 1 2 • 

Scancellare — 5 dal primo membro vuol dire sopprimere la 
sottrazione indicata di 5 unita , ed in conseguenza vuol dire 
aumentare questo membro di 5 unità ; dobbiamo dunque , per 
cohservar 1 ’ eguaglianza , aumentar pure il secondo membro 
di 5 unità , ovvero scrivere -f- 5 in questo membro , il quale 
diventerà I2-J-5 , ed avremo 

7 <e— 4*=t2-j-5. 

Ed effettuando le operazioni indicate, ne resulterà l’equazione. 

337=17. 

Da questi ragionamenti , che possono applicarsi a qualun- 
que esempio che sia , si vede che scancellando in un membro 
un termine affetto dal segno -{- , il quale per conseguenza au- 
mentava questo membro , bisogna sottrar questo termine dal- 
1 ’ altro membro , ossia scriverlo col segno — 5 che al con- 
trario , quando il termine, che si scancella , ha il segno—, 
siccome con la sua presenza diminuiva il membro dov’ egli era, 
bisogna aumentar l’altro membro del medesimo termine, ov- 
vero scriverlo in quest’ ultimo col segno -J-. Concluderemo da 
ciò questa regola generale : 

Per far passare un termine qualunque di una equazione da 
un membro nell' altro , bisogna scancellarlo nel membro ove egli 
si trova , e scriverlo nell' altro con un legno contrario a quel- 
lo , che esso aveva in principio. 

Per metter questa regola in pratica , bisogna fare attenzione 
che il primo termine di ciascun membro , quando non è pre- 
ceduto da alcun segno , $’ intende che egli abbia il segno 
Passando dunque il termine ex dell’ equazione letterale ax — » 
b~cx-\-d dal secondo membro nel primo , s’ avrà 
ax — b — cxz=.d ; 

passando poi il termine — b dal primo membro nel secondo, verrà 
ax — cx=:d-\-b. 

11 . Per mezzo della regola precedente si posson primieramen- 
te riunire in un dei membri tutti i termini affetti daH’incogni- 
ta , e nell’ altro tutte le quantità cognite ; e sotto questa forma , 
il membro , dove Si trova l’incognita , può sempre decom- 
porsi in due fattori , uno de’ quali non contiene che delle quan- 
tità cognite , e 1 ’ altro è la sola incognita. 

Questa simplifìcazione si presenta da se stessa tutte le vohe 
che l’ equazione proposta è numerica , e che essa non coni iene 
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frazioni , perchè allora tulli i termini affetti dall* incognita sì 
riducono a un solo. Se s’avesse, per esempio , io«-j-7^-— 
ax= 25 -j -7 , efieliuando le operazioni indicale su ciascun mem- 
bro , si troverebbe successivamente. 

vjx — *X = 32, 
i5x = 32 ; 

e siccome i5x si decompone nei due fattori i5 , ed x , si avreb- 
be dunque il fattore incognito x dividendo per lo fattore cogni- 
to »5 il numero 3a , eguale al prodotto i5xj d’onde deriva 

32 

x=z . 

i5 

La decomposizione si fa nella stessa maniera nelle Cqtìazioni 
letterali simili alla seguente 

ax~bc\ 

perchè il termine ax indica immediatamente il prodotto di d 
per x j e se ne conclude 

le 

x ~ — . 
a 

Sia adesso V equazione 

ax — bx-if-cxzxzac — bc , 

che contiene tre termini affetti dall’incognita. Poiché ax , bx , 
ex rappresentano i prodotti respettivi di x per le quantità a * 
b , c , j’-espressione ax — Lx-j-cx tradotta in linguaggio ordi- 
nario. dà questa frase. 

Primieramente da x preso tante polle , quante unità sonò 
in a , togliete ■ tante volte x , quante son le unità che sono in 
b , ed aggiungete al resultato la medesima quantità x presa 
tante volte , quante unità sono in c. 

Segue da ciò che in totalità l’ incognita x si trova presa 
tante volte , quante unità vi sono nella differenza dei numeri 
a , e b aumentata del numero c , vale a dire tante volte quan- 
to l’ indica il numero a — Z>— f-c ; i due fattori del primo mem- 
bro sono per conseguenza a — A-j-c , ed x : si ha dunque 

ac—bc 

x— — 

a — i-f-c 

Questo ragionamento , che può applicarsi a qualunque aliro 
esempio, ci dimostra che, dopo la riunione in un sol mem- 
bro dei diversi > termini contenenti V incognita , il fattore , che 
moltiplica quest' incognita , si forma di tutte le quantità , che 
la moltiplicano isolatamente , riunite coi segni , dai quali esse 
son precedute ; e si ottiene V incognita dividendo il membra 
iuUo cognito per U fattore t di cui si tratta. 
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Dietro a quella regola l'equazione ax — $xz=.le dà 

• bc 

a — 3 

Parimenti 1‘ equazione x ax — c — d conduce ad 

c — d 

J+a 

imperocché bisogna osservare che la lettera x essendo sola , deb- 
b’ essere riguardata come moltiplicata per l’unità. Si vede d’ al- 
tronde che in x ax , l’incognita si trova contenuta uaa vol- 
ta di pili che in ax , ed è per conseguenza moltiplicata t-J-a. 

12. È manifesto cbe se tutti i termini dell' equazione contea 
nessero un fattore comune , si potrebbe sopprimete questo fat- 
tore senza turbar l’eguaglianza; poiché non si farebbe che di- 
videre per un medesimo numero tutte le parti delle due quan- 
tità , che si suppongono eguali tra loro. 

Sia , per esempio , 1’ equazione 

6 abx — g bcd — > a Idx- f- i5 ale. 

Osservo primieramente che i numeri 6 , 9 , 12, e i5 son 
divisibili per 3 , e sopprimendo questo fattore , non farò che 
prendere il terzo di tutte le quantità , che formano l' equazio- 
ne ; avrò dopo questa riduzione , 

a abx — 3 bcd =z 4 idx -}- 5 abc. 

•^Osservo in seguito che la lettera b , combinata in ciascun ter- 
mine per via di moltiplicazione , indica un fattor comune a 
lutti questi termini ; sopprimerò dunque anche questa , e verrà 
2 ax — 3 cd — 4 dx -4- 5 ac. 

Ed applicando a quest’ ultima equazione le regole de’ num. 
io e 11 j ricaverò successivamente. 

1 ax — 4 dx = 5 ac -f- 3 cd , 

• 5 ac -j- 3 cd 

■ x =3 • 

2 a — 4 d 

i3. Passo adesso alle equazioni , i cui termini hanno dei di- 
visori ; si potrebbero applicar ad esse immediatamente le re- 
gole precedenti tutte le volle che l’ incognita non entra nei 
denominatori ; ma è spesso più semplice ridurre tatti i termini al- 
lo stesso denominatore , il quale può sopprimersi ili seguilo. 

Sia , per esempio , l’equazione 

2 x 4 X 5* 

“ + 4 = — + 

4 5 7 

Osserverò che l’Aritmetica dà delle regole per ridur le fra- 
zioni al medesimo denominatore , per convertire degl’ interi i» 


I 

s 


Digitized by Google 


l6 IlIKlRTl 

frazioni di una specie data ( Aritm. 69 , 67 ) , e trasformerò» 
mercè queste regole in frazioni del medesimo denominatore tutti 
i termini dell'equazione proposta. 

£ cominciando primieramente dalle frazioni , che sono 
a* l\x 5* 



le cangerò , per la prima delle citate regole in 

5X7X*c 3X7X4* 3X5X5* 

3X5X7 ’ 3X5X7 * 3X5X7 * 

dipoi, per 'convertire gl’interi 4 , e 12 in frazioni, altro non 
si dorrà lare , che moltiplicarli per il denominatore comune 
delle frazioni , cioè , per 3X5X7 > e si avrà 

3X5X7X4, 3X5X7X12- 

Rimettendo in seguilo tutti questi termini nell’equazion propo* 
sta, essa diverrà 

5X7X2* 3X5X7X4 

3X5X7' 3X5X7 

/, , r 1 3X7X4* 3X5X7X12 3x5x5*. 

“ 3X5)|7 ~ jr 3X5X7 3x5X7 * 

e si potrà sopprimere il denominatore , perchè non si farà per 

? uesto che moltiplicar tutte le sud parti per esso denominatore 
Aritm. 54)i il che non può turbar l’eguaglianza: verrà per 
questa soppressione , 

5X7X2* + 3x5X7X4 

= 3X7X4*+ 3X5X7X12— 3X5X5* , 

ovvero 

7 ox+42o=;84a+ 1 260—7 5* } 

equazione senza denominatori , dalla qual si ricaverà il valore 
di x per le regole precedenti. 

L’ispezione del resultato qui sopra,, come pare 1* applica- 
tone sola delle regole d’Arilmetica precitate fanno vedere evi- 
dentemente che nell’ operazioae , di cui si tratta , i numera - 
tori di ciascuna frasione dèbbono esser moltiplicati per il 
prodotto dpi denominatori di tutte V altre , gV interi per il 
prodotto di tutti i denominatori , e che non bisogna tenere 
alcun conto del denominatore comune delle frazioni resultanti* 
L’equazione 7 o*+ 42 o= 84 *+i 26 o— 75 * diviene successi- 
vamente 


V 
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70*4-75* — 84*= 1 260—420 
61*— 84o 

840 • 47 

61 • 61 

Il medesimo metodo s’ applica all’ equazioni letterali , os. 
servando che non si possono allora che indicare le moltipli- 
cazioni , che si effettuano quando si tratta di numeri. 

Sia per esempio , 1' Equazione 

ax dx fg 



ne dedurremo 

ehX.ax—bxhy,c=bh'X.dx-{-bc'Xfg $ 

resultato , che può' scrìversi piò semplicemente ponendo, con- 
forme alla convenzione stabilita nel n. 7 , di seguito gli uni 
àgli altri , senza interposizione di segno , i fattori di ciascun 
prodotto , ed invertendo l’ordine delle moltiplicazioni per con- 
servar l’ ordine alfabetico , più facile nell’ enunciazione delle 
lettere : così verrò 

V 

aehx—lcekzabdhx-\-befg ; 

dal che ne concluderemo 

aehx — bdhx—hrfc-X-hceh , 
befg-\-beeh 
x = . 

ach—bdh. 

14. Beuehè don si possa dare alcuna regola generale , ft 
precisa per formar l’equazione relativa ad un problema qua- 
lunque , esiste frattanto un precetto , la cui applicazione ben 
intesa non mancherà di condurre al fine proposto. Ecco que- 
sto precetto. 

Indicare , col mezto dei segni algebrici , sulle quantità 
cognite rappresentate tanto da numeri quanto da lettere , e 
sulle quantità incognite rappresentate sempre da lettere , i me- 
desimi ragia ilanien ti , e le medesime operazioni , che biso- 
gnerebbe eseguire per verificare i valori dell' incognite se essi 
fossero dati. 

Per farne uso , bisogna primieramente determinare con dili- 
genza quali sono le operazioni , die 1’ enunciato del Proble- 
ma contiene , tanto esplicitamente , quanto implicitamente ; 
ma in questo appunto precisamente consiste la difficoltò ili 
mettere in equazione un problema proposto. 

Algebra * 
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Ecco alcuni esempi affili dimostrare I' applicazione del pre- 
cetto sopracitalo. Ilo scelti i due primi fra i problemi riso- 
luti in Aritmetica , ad oggetto di porre soli’ occhio la faci- 
lita , che apporta la scrittura algebrica riguardo allo svilup- 
pamelo degli enunciali. 

j.° Sieno due fontane , di cui la prima versando sola per 
a ore s riempie una certa vasca , e la seconda riempie la va- 
sca medesima versando sola per 3 ore i : quanto tempo sarà 
necessario perchè la stessa vasca sia ripiena dalle due fon~ 
tane versando simultaneamente ? 

Se questo tempo fosse dato , si verificherebbe il medesimo 
calcolando le quantità d’ acqua versate da ciascuna fontana , 
e riunendo i resultati oi assicureremmo che eSse compongano 
la totalità dell’ acqua , che pub contenere la vasca. 

Ad oggetto di formare 1 ’ equazione , noteremo con x il tempo 
incognito , ed indicheremo sopra x le operazioni enunciate di 
sopra ; ma àflin di render la soluzione indipendente dai nu- 
meri dati , e parimente per abbreviare 1’ espressione di quelli 
dell’ enunciato , che son frazionari } si rappresenteranno anco- 
ra questi per via di lettere 5 laonde potremo scrivere a in vece 
3 ore j , e b in vece di 3 ore i. ' 

Ciò posto , prendendo , come in Aritmetica , Ta capacità del- 
la vasca per unità si vedrà che 

La .prima fontana , che la riempie sola in un numera a di 
ore , vi versa in un’ora una quantità di acqua espressa dalla 
1 

frazione — ; e per conseguenza assa verserà in un numero x di 
a t x 

pre la quantità a; X — , ovvero — ( Aritm. 53 ^ 
a a 

La seconda fontana , che riempie la medesima vasca in h ore , 
vi versa in un’ ora una quantità di acqua espressa dalla fra- 
1 

zione — i e per conseguenza in un numero x di oi'e essa versé- 
h . 1 x 

rà la quantità x X “ > ovvero — . 

b b 

La quantità totale di acqua versata dalle da* fontane insie- 
me saia dunque ’ ‘ 


x x 



e questa quantità dovendo eguagliar quella y che contiene la 
vasca , e che è stata presa per unità , avremo finalmente 
r equazioue. 
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X X 

— I — == »• 

. a b 

Questa equazione j trattata con le regole precedenti , conduce a 
bx -f- ax = ab , 

. , ab 


! 


.b+a 

L’ultima formula dà , per risolvere tutti i casi dei problema 
proposto , questa regola semplicissima : 

Dividete il prodotto dei numeri , che esprimono il tempo che 
impiega ciascuna fontana in particolare a riempire la vasca , 
per la somma di questi numeri ; il quoziente esprimerà il tempo , 
che bisognerà alle due fontane per riempirla simultaneamente. 

Applicando questa regola ai numeri dell’ euunciato , si ha 

1 3 5 i 5 75 

2 — X 3 — = — X — = — ■ , 

2 4 2 4 8 

1 3 5 i 5 20 3 o 5 o 

a (- 3 — = ( = 1 = — V 

2 4 ,2 4 8 8 8 

di dove viene 

75 3 

5 o 2 

2.” Sia a un numero da dividersi in tre parti , ette all ìatt 
tra. loro i medesimi rapporti che i numeri dati m , n , e p. 

È visibile che la verificazione del problema si farebbe co-* 
me segue : 

Indicando con x la 1 „a parte , si avrà 

x 

tu : n : i x ; alla 2.a parte = — ( A ri Irti. 116 ) f 

m 


px 


tu : p : : x : alla 3. a parte = 

«a m 

e riunendo le tre parti , si troverebbe il numero da dividersi f 
avremo dunque 1’ equazione 

nx px 

— 4" ' — — tt. 
m rn 

Biducendo tatti i suoi termini al denorainatofe m , essa 
diverrà 

mx -J- nx rf- px = md ' 
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c ricaveremo 

mrt 

.r — — • 

Questo resultato non è che la traduzione algebrica della Re* 
gola di Società (Aritm* 12/j) 5 poiché, riguardando i [numeri 
vi , « , /» , come esprimenti i capitali dei mercanti , m-f-n-f-/* 
è il capitale totale, a il guadagno da dividersi , e T espressione 

ma 

*= , 

m-f-n-j-;» 

indici die nniz />ar/e si ottiene, moltiplicando il capitale corri- 
spondente per il guadagno totale , e dividendo il prodotto per 
la somma dei capitali : 
ciò conduce afla proporzióne 

il capitate totale : a un capitale parziale 
: : il guadagno totale : al guadagno parziale . 

i 5 . La formazione dell’ equazione del problema seguente 
esige alcune osservazioni speciali , che non si sono ancor pre* 
sentale. 

Un pescatore , affine di incoraggiare suo figlio , gli pro- 
mette 5 centesimi per ciascun tiro di rete , nel quale egli 
avrà preso del pesce : ma_ esso ancora promette di rendere ts. 
suo padre 3 centesimi per ciascun tiro infruttuoso. Dopo 1 2 
tiri di rete il padre , ed il figlio fanno il lor conto. Jl primo 
deve al secondo 18 centesimi : quanti tiri di rete avrà egli 
avuto felici ? 

Se si rappresenta il numero di questi tiri con x , il nume- 
ro dei tiri infruttuosi sara 12 — <r ; c, se questi numeri fos- 
sero dati , si verificherebbero moltiplicando 5 centesimi per 
il primo , onde ottenere ciò che il padre deve dare al figlio , 
e tre centesimi pel secondo , onde avere ciò che il figlio 
deve rendere al padre : il primo numero dovrebbe sorpassare 
il secondo dei 28 centesimi , che il padre deve a suo figlio. 

Si avra par il primo nùmero x volle 5 centesimi , ovvero 5 *.; 
A riguardo del secondo numero si presenta una diffìòolth ~ 
come mai può ottenersi il prodotto di 3 per 12 — a: ? Se , in 
vece di x , si avesse un numero dato , : eftettuefebbesi prima, 
la sottrazione indicata, poi si moltiplicherebbe 3 pel resto} 
ma per adesso tal cosa non è possibile, e bisogna procurare 
di effettuar la moltiplicazione avanti la sottrazione , o alme- 
no di ridurre il resultato od una collezione di termini algebri- 
ci simili a quelli , che contengono l’ equazioni , che si sanno 
risolvere. 

Con un pyo di attenzione si fa palese che , prendendo lì 
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volle ii numero 3 , si ripete il 3 tante volte d i piu quante sou 
le uuità « che contiene il numero x , del quale si (fovea pri. 
ma diminuire il moltiplicatore 11 ) di inumerà che il vero 
prodotto sara 

36 diminuito di 3 preso x volle , a di 3.e , 

ovvero 

36— -3x. 

Questa conclusione può verificarsi facilmente dando ad x dei 
valori numerici. Se, per esempio , x fosse eguale a 8 , si avreb- 
be 3 da prendersi ta volte — 8 volte; e , se si trascurasse — 8 
volte , si metterebbe nel resultato 8 volte di più il numero 3; 
il vero prodotto sarà dunque 

3 X iì — 3X8= 36 — 24= 1 3. 

Tal resultato si accorda con quello , che si ottiene togliendo 
primieramente 8 da il ; perché allora 

ta — b — 4 , e 3x4=‘i- 

Ciò posto , poiché il danaro , clic il padre deve a suo figlio, 
è espresso con 5.r , e quello , che il tiglio deve a suo prdre , 
vieu espresso da 36 — 3.r , bisogua che il secondo numero tolto 
dal primo dia per resto 28 , ma qui ancora nasce una nuova 
difficoltà : come togliere 36 — 3 a; da 5x , senza aver prima 
sottratto 3x da 36 ? 

Si toglie questa difficoltà osservando che, se si trascurasse il 
termine — 3x , e si togliesse da 5x il numero 36 lutto intero , 
si sarebbe tolto necessariamente 3x di più ; poiché non è che 
dopo di avere diminuito 36 di 3x , che bisogna toglierlo da 5x. 

Cosi la differenza 5.r — 36 dev’essere aumentala di 3.r per for- 
mare la quantità , che deve restare dopo che abbiamo tolto da 5x 
il numero espresso da 36 — 3x : questa quantità sarà dunque 
5x — 36 -{- 3x ; 

e si avrà l’equazione 

5 a- — 36 -f- 3x ■s; 28 , 
che successivamente riducesi a 

Sx— 36=28 , 

8* = 28 ^ 36 , 

8 .r =r 64 , 

_ 64 _ 

~ 8 — 

Son dunque 8 i tiri di rete felici , e 4 per conseguenza gl’in- 
lriilluosi. 

Infatti 8 tiri a 5 centesimi l’ uno danno centesimi 
4 firi a 3 d.111110 12 

ditiereiiza ... 38 

come lo vuole F enunciato del problema 
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Se ti volesse rendere generale la soluzione , si rappresente- 
rebbe con a la somma , che il padre da a suo figlio per cia- 
scun tiro di rete felice , con b ciò che il figlio rende a suo 

•padre per ciascun tiro di rete infruttuoso , con c il numero 
totale' dei tiri ■ di rete , e con d ciò che il padre deve a suo 
figlio dopo questo numero di tiri. E notando sempre con sa 
il numero de’ tiri felici , c — x sarebbe quello de’ tiri infrut- 
tuosi ; ciascun tiro della prima specie producendo al figlio una 

somma a , x tiri produrrebbero aX x ovvero ax , ed i tiri in- 
fruttuosi produrrebbero al padre la somma b moltiplicata pel 
numero c — a:. 

Il ragionamento , col quale abbiamo trovato tutte le parti y 
di cni si compone il prodotto di 3 per 12 — a;, si applica 
egualmente al caso generale. Se si trascura primieramente — x 
per formare il prodotto bc di b per c tutto intero , la quan- 
tità b sarà ripetuta x volte di più , e per conseguenza il ve- 
ro prodotto sarà bc — bx. 

Per togliere questo prodotto dalla quantità ax , bisogna os- 
servare ancora, come nell’esempio numerico , che se si to- 
gliesse la quantità bc intera , si toglierebbe di più la quanti- 
tà bx , di cui la prima dev’ essere avanti diminuita ; e per 
conseguenza il vero resto non è solamente ax — bc , ma ...... 

ax — bc - j- bx. 

Questo resto dovendo essere eguale a d , 1’ equazione del 
problema sarà 

ax — bc -f- bx — d , 

c darà- 

ax -J- bx ~ d -f- bc , 
d-\-bc 


a-\-b 


gna 


Questa formula generale indicando quali operazioni biso- 
v a fare sopra i numeri a t b , c , d , per ottenere l’ inco- 
gnita x , possiamo tradurla in Regola , ovvero scrivere in luo- 
go delle lettere a, ò, c, di numeri dati: l’ultima opera- 
zione è ciò che si diòe sostituire i valori dei dati , o sivvero 
metter la formula in numeri. Applicando quelli dell esempio 


citato , viene 


28+ 3 X i* 


5+3 

ed effettuando poscia le operazioni indicale , st ha , come 
iopra , 

28 -}- 36 64 

8 8 
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Ale-lodi per effettuare , quancV è possìbile , te operaiioni 
indicate sulle quantità rappresentate da lettere. 

16. Il problema precedente ha fatto vedere che bisogna , 
per certi casi , decomporre in moltiplicazioni parziali una, mol- 
tiplicazione indicata sulla somma , o diflerctua di più quanti- 
tà ; e nel n,” 11 abbiamo fatto precisamente il contrario, de» 
componendo la quantità ax — bx-\-cx , che rappresenta il' re- 
sultato di più moltiplicazioni seguile da addizioni , e da sot- 
trazioni , nei due fattori a — b+c , ed x, che non iudicano che 
una sola moltiplicazione preceduta da addizione , e sottrazio- 
ne. I ragiouameuti , dei quali ci siamo serviti in queste due 
circostanze , possono esser ridotti a regole ; e uè resulteranno 
sulle quantità rappresentate da lettere delle operazioni , che 
si sono chiamale moltiplicazioni e divisioni algebriche , per l’a- 
nalogia che esse hanno con le operazioni dell’ Aritmetica , ché 
portano i medesimi nomi. 

Abbiain concèpite , in virtù della medesima analogia , due 
operazioni , che portano i nomi di addiziotie e sottrazione , t 
nelle quali mirasi al line d< riunire in una sola più espressio- 
ni algebriche, 0 di toglierne una dall'altra ; mi quiete ope- 
razioni , come le precedenti , dilleriscouo da quelle dell’ Arit- 
metica in ciò che i loro resultali non essendo il più spesso che 
delle indicazioni d’ operazioni da effettuarsi , non presentano 
se non che mia trasformazione delle operazioni primitivamen- 
te indicale in altre , che producono il medesimo efletto. Suc- 
cede soltanto che si simplihcano l’ espressioni , o che si dà 
loro una forma propria a manifestare le condizioni , che deg,- 
gion essere soddisfalle. 

Per ispiegar queste operazioni, si chiamano quantità mono - 
tuie o semplicemente monomie quelle , le quali non hanno che 
un solo termine, coine-J-zn , — 3 ab , ec. j binomie quelle , 
che ne hanno due, coinen-fò , a — -b , 5 a — 2x , ec ( ; trìnd- 
tnie quelle , che ne lutino tre-, quadrinomù\ quelle , che ne 
Lamio quattro ; ed in generale polinomie le quantità compo- 
ste di più termini li bene osservate che le monomie o i mo- 
mmi! si chiamano aucora qu. unità incoinptcsse , ed i polino- 
mi quaulità compieste. 

Della addizione delle quantità algebriche - 

17. L’addizione delle, quantità moiiouiic s > f ;| unendole col 
segno -{-j cosi b addizionato coti it s’ indica, con u-\-b . Ria quan- 
do ci proponiamo di unire insieme d .ll’ espressioni 'algebi'i- 
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che , abbiamo nel medesimo tempo per fine di simplificare il 
resultato riducendolo al piu picco! numero di termini possibi- 
le , mediante la riunione di più di questi termini in uno solo. 

Questa riunione è queUa , eh’ è stata eseguita nei numeri iy 
C 5 riducendo la quantità ar-f-x a ix la quantità x-\-x-\-x a 
3x. Essa non può aver luogo che a riguardo delle quantità 
espresse dalle medesime lettere , e che si chiamano per que- 
sta ragione quantità simili. Si riguarda la quantità letterale 
come una unita , che si trova ripetuta un certo numero di 
volte; cosi le quantità 2a, e 3a , considerate come due , a 
tre unità d’una specie particolare , formano con la loro som- 
ma 5a , ovvero 5 unità della medesima specie. Parimente 
({ab , e 5ab formano 9 ab. 

In questo caso l’addizione si effettua sopra le cifre , che pre- 
cedono la quantità letterale , e che indicano quante volte essa 
è ripetuta. Queste cifre si chiamano coefficienti . Il coefficien- 
te è dunque' il moltiplicatore della quantità , davanti alla 
quale è posto ; e bisogna rammentarsi che , quando esso non 
c scritto , egli è uguale all' unità ; perchè m è la stessa cos^ 
«he a. 

18. Allorché si tratta di addizionare delle quantità qualun- 
que , come 

* 4H-5Ò, e ac-f-3 d, 

il totale debb’ essere evidentemente composto di tutte le parti 
unite insieme ; bisogna dunque scrivere 
4 a -j- 5 b -j- 2 c-J- 3 d . 

Se al contrario si avessero 

4a*j-56 , e 2 c — 3i/. 

bisognerebbe , nella lor somma , scrivere col segno — , o in- 
dicar come sotlraltiva la quantità 3 d , che dovendo esser lol- 
la da 2C , diminuirebbe necessariamente d’altrettanto la somma, 
che formerebbesi riunendo 2C con la prima delle quantità pro- 
poste, e si avrebbe 

4 ff-J- 5ò-|-2c — 3 d. 

Questi due esempi fan manifesto , che V addizione algebrica 
idei polinom l si effettua scrivendo in seguito le une delle altre , 
con V loro segni, le quantità che bisogna addizionare , ed os- 
servando che i termini , i quali non son preceduti da alcun 
segno , s' intende che abbiano il segno -J-. 

L’ operazione sfegata qui sopra non è , a parlar propria- 
mente , che un’indicazione, mediante la quale la riunione di 
due quantità complesse è ridotta all’addizione , ed alla sottrazio- 
ne di un cèrto numero di quantità nionomie ; ma , se l’espres- 
aioni da riunirsi conterranno de’ termini simili a si potranno 
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addizionare questi termini operando immediatamente sa i loro 
coefficienti. 

Sieno , per esempio , l’ espressioni 

4 a+ 9 i 7 ~ 2c > 

2 a — 3 c“r 4 ^ > 

7 H- c — e ; 

la somma indicata sarà , dietro della regola antecedente , . 

7.C -ia — 3c-^-^d-\- r jb-\-t—e. 

Ma i termini 4 <* , e -j-aa essendo formati di quantità sirai* 
li , si riuniscono in uno solo eguale a 6a. 

Parimente i temili» -{-96 , -j-7 ^ danno 16 b. 

I termini 2c , e — 3 c , ambedue sottrattivi , producono 
nel totale il medesimo effetto elle la sottrazione di una quan- 
tità eguale alla loro somma , e vale a dire , la sottrazione di 5 c; 
e siccome , in virtù del termine -\-c , dovremo al contrario 
aggiunge^ c , resterà solamente da sottrarre 4c. 

La somma delle espressioni proposte sarà dunque ridotta a 
6a-{-i6J — 4 c-f 4 ' z — e. 

19. L’ultima operazione praticata qui sopra , e perla qua- 
le si riuniscono tutti i termini simili in uno solo- , qualunque 
segno essi abbiano, chiamasi riduzione. Essa s' effettua facen- 
do la somma delle quantità simili affette dal segno quel- 
la delle quantità simili affette dal segno — ; poi togliendo la pià 
piccola di queste due somme dalla più. grande , e dando al 
resto il segno della più grande. 

È da osservarsi che la riduzione si applica a tutta le opera- 
zioni algebriche. _ 

Ecco , per esercitare il Lettore , alcuni esempi di addizioni 
coi loro resultati. 

J.° Addizionare le quantità 

’]m-\- 3 n — 14 /> “t _, 7 r 
3 a -j-gu — 1 lm H~ ar 
5 p — /jm-f- 8n 
11 n — ib — ni — r-j-s 

resultato jm-j-3n — i/ip-{-i']r-\-3a-\-c)n — * 

Jf- 5 p — 4 m + 8n+ 1 1 «— ai— m— r-j-s . 

Facendo la riduzione, questa quantità si cangia nella seguente. 

— gm-f- 3 m — gp+'^H-^®— 2 ^+ s 1 
ovvero 3 m — gm — gp-|~i 8 r-}- 3 a — 
cominciando da un termine , che abbia il segno -f* . 

a. 0 Addizionare Je quantità 

lihc-t-fad — 8ae-J-fjc<i 
8 ac-^-qbc — iad-\-^nvi 
Sicdr— 3ab-\-5ac-jran 
gara — 2 bc — •2ad-\-5cd 
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Resultato nlc-\-!\ad — 8ac-4-5cd-f-8ac-f-7£c — 2a<£ ; 

-\-^mn-\-icd — 3 a£rf- 5 ac-j- an-\-$an — 2 bc 
—1 ad -f- 5 cd. 

E riducendo questa quantità , essa diviene 
1 6ì/c-\~t>ac-^~ 1 icd-\-[\mn — Zab -\- 1 o art. 

Delizi sottrazione delle quantità algebriche. 

io. La sottrazione de’ monomi s* indica , come abbiati) con- 
venuto , ponendo il segno — tra la quantità da sottrarsi , e 
quella , da cui si sottrae : 

b sottratto da a s’ indica con a — b. 

Allorché le quantità sono simili , la sottrazione si esegue 
immediatamente sopra i lor coefficienti. 

Se da 5 a si toglie 3 o , si ha per resto 2 a. 

A riguardo della sottrazione de’ polinomi bisogna distinguere 
due casi. t.° Se la quantità da sottrarsi ha tutti i suoi .ter- 
mini affetti dal seguo -J- , bisogna evidentemente dar loro il 
segno — , poiché dobbiatn togliere successi va mente tulle le parli 
della quantità da sottrarsi. 

Se per esempio, da 5 a — 96 ac , si vuol togliere id 
>-J- 3 e-f- 4 y, bisogua scrivere 

5 a— 9Ì-j-2c — 2 d — 3 e — kf- 

3.° Se la quantità da sottrarsi ha dei teriniui affetti dal se- 
gno — - , bisogua dare a questi termini il seguo -f-. Infatti , 
se dalla quantità a si volesse togliere b— c , e si scrivesse pri- 
mieramente a — b , avremmo cosi diminuito a dell’ intera quan- 
tità b ; ma la sottrazione non dovea effettuarsi che dopo aver 
diminuito b della quantità c ; abbiamo dunque tolto di più 
quest’ ultima quantità , che bisogna per conseguenza restituire 
col segno -}- , il che darà pel vero resultato , 

a — i-J-c. 

Questo ragionamento, che si può applicare a tutti i casi 
consimili , la vedere che il segno — di c ha dovuto esser can- 
giato iu -j- ; e considerando ad un tempo questo resultato ed 
il precedente , concluderemo che la sottrazione delle quantità 
algebriche si effettua scrivendo in seguilo della quantità , da 
cui se ne vuol sottrarre un altra , quest' altra , dopo di aver can- 
giati i segni -f -in — , ed i segni — in -J-. 

Allorché abbiamo scritto il resultalo , ciré somministra la 
regola enunciata qui sopra , si fanno , se vi abbian luogo , 
delle riduzioni conformi al precetto del Ut“ 19 , come lo ve- 
dremo negli esempi seguenti. j 

1.® Sottrarre da 1 qa-\-im — 9 b — t\c-\-làd 
la quantità . . . 5 ta — ^ò-J-nc — 4 d. 
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Resultato. . • i 7 n+ am— gh—^-j-i3d 

— 5ia+a7Ì— 1 > c ‘t4“; , 

E facendo la riduzione, questa quantità diviene 

—34 a-J- 2 /n-f-» 6 i — i5c-f-2 7 a 
OVVert> .. ,m*-34a+.8i-«5H- a : d - 

2 .° Sottrarre da 5ac — SnA-f-gtc — 4 am 

la quantità . . . 8 am — aaft-fuoc — 7 cd- 

Resultato . . . 5<ic— 8ab-\-<)l/c — /\am 
— ttam+iab — I iac-j- 7 crf 
Effettuando la riduzione , si ottiene 

_ 6 nc— 6 aZ 4 -gic — iiam-\--]cd, 

ovvero „ , . , 

gic— 6 ac— Gai— i zom+ 7 cd. 

J 7 e«a moltiplicazione delle quantità algebriche. 

ai Fino a tanto che non si considerano nelle lettere che 
i valóri numerici delle quantità , che- esse rappresentano , dob- 
biamo formare, della moltiplicaz.one algebra la medesima idea 
che della moltiplicazione aritmetica ( Antm. 2 / 74 )• Codi 
moltiplicare a per b, vuol dire comporre con la quantità rap • 
presentata da a , un'altra quantità , nella stessa maniera che 
la quantità rappresentata da b lo è con l unità. 

Abbiamo di già fatto conoscere nei numeri a , e 7 1 segni, 
dei quali abbiam convenuto lar uso per indicar la moltiplica- 
tone : ed ,1 prodotto di a per b si scriverà m conseguenza 
Loto con n X Ó, quanto con a . i ovvero finalmente con ai. 

Abbiamo assai sovente bisogno 4 indicare piu moltiplica- 
toni successive , come quella di o per b , dipo, del prodotto 
ab per c , quindi di quest’ ultimo prodotto per d , e cosi di- 
scorrendo. In tal caso si rende evidente , che 1 ultimo resul- 
tato è un numero , il quale ha per /a«o« 1 numeri a , b , 
d ( Aritm 22 ì ; e generalizzando 1 ultima delle con- 
4* , Indie. prodrm .eri- 

vendo in seguito V un dell'altro, e sema alcuna J rapporta- 
ne di segno , i fattori , dai quali esso è formato . abbiamo ut 
questa maniera V espressione abed. * . , 

Reciprocamente, qualunque espressione , che sia tale come 
alai , forma, a da più lettere scritte immediatamente insegui- 
to r une all’ altre , esprime sempre il prodotto dei numeri rap- 
presentati da queste lettere. . 

1 Ho di già fatto tacitamente uso di queste convenzioni , nei- 
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Je quali i coefficienti numerici son pure compresi , poiché essi 
sono manifestamente fattori della quantità proposta. Difatti 
j5 abcd, esprimendo la quantità abcd presa i 5 volte, espri- 
me ancora il prodotto dei cinque fattori l 5 , a , b , c , d. 

aa. Segue da ciò , che per indicare la moltiplicazione ' di 
pm monomi , tali come fabc , 5def , 3 mn , bisogna scriverà 
queste quantità in seguilo 1 ’ une dell’ altre , senza iuterposizio- 
ne di Segno , e verrà 

4<ibc5drf3mn } 

ma siccome abbiam fatto vedere in Aritmetica , n.® 70 , «h<y 
si poteva invertire come volevasi 1 ’ ordine dei fattori d’un pro- 
dotto senza che il valore di questo prodotto cangiasse , si pro- 
fitta di tal circostanza per avvicinare i fattori numerici , la 
moltiplicazione dei quali può effettuarsi con le regole dell’Arit- 
melica : si concepisce dunque il prodotto come indicalo nel- 
r ordine 4- 5. 3. abcdefmn ; ed effettuando la moltiplicazio- 
ne de’ numeri 4 1 5 , 3 , avremo solamente 

6oabcdefmn (*). 

*3. L’ espressione di un prodotto si abbrevia molto allorché 
esso contiene dei iàttori eguali. In vece di scriver più volle di se- 
guito la lettera, che rappresenta uno di questi fattori, non si 
scrive che una sola volta , e s' indica con un numero quante 
volte essa avrebbe dovuto scriversi come fattore ; ma perchè 
questo numero indica delle moltiplicazioni successive, egli de- 
v’ essere segnalatamente distinto dal coefficiente , il quale non 
ìndica che delle addizioni : ecco pcrehé si pone un tal numero 
alla destra della lettera , ed un poco aldi sopra , laddove che 
il coefficiente è sempre scritto a sinistra della lettera , e sulla 
medesima linea . 

Dopo di queste convenzioni il prodotto di a per re , che sa- 
rebbe indicato , secondo il numero 2 1 , con aa , diviene a 1 
Il 2 superiore fa vedere che il numero rappresentato dalla let- 
tera a è due volte fattore nell’ espressione proposta , che non 

(*) L'uso dei simboli algebrici abbreviando molto la dimo- 
strazione della presente proposizione , ho credulo doverla qui 
richiamare per mezzo di questi simboli. 

Se si scrive il prodotto a b c d e f come segue , cioè abe 
XdeXf > e si carnbii l'ordine dei due fattori del prodotto de 
per avere ^ ed ( Aritm. 37 ), verrà abcXedXf, ovvero . . . 
abeedf. E evidente che potremo con delle nuove decomposizio- 
ni far qualunque cangiamento , che si vorrà nell'ordine di' fat- 
tori del prodotto notato . 
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bisogna in conseguenza confonderlo con 20 , che non è aluo 
se non se 1’ abbreviazione di a-f-a. Per ben concepire P erro- 
re , che si commetterebbe prendendo una espressione per l’al- 
tra , serve sostituire dei numeri alle lettere. Se si avesse; per 
esempio a = 5 , 20 diverrebbe 2 . 5=lo , e a , =aX<s— 5 . 
5 = 25 . 

Continuando 1 ’ istesso metodo , si vedrà che per esprimere 
un prodotto , nel quale a fosse tre volte fattore,, bisognereb- 
be scrivere a 3 in vece di aaa , parimente a 5 rappresenta un 
prodotto , nel quale a è cinque volte fattore, ovvero equiva- 
lente ad aaaa'a. 

*4- I prodotti formati cosi da moltiplicazioni successive di 
una stessa quantità son chiamali in generale potente di que- 
sta quantità. 

La quantità stessa , cioè a , si chiama la prima potenza.. 

La quantità moltiplicata per se medesima, ovvero aa , o a*, 
la seconda potenza , che chiamasi ancora il quadrato . 

La quantità moltiplicata due volte di seguito per se stessa , 
o aaa , ossia o’ , è la terza potenza , che si chiama anco- 
ra cubo (*). 

In generale nna potenza qualunque si esprime col numero 
dei fattori eguali , dai quali essa è formata; oppure aaaaa y 
è la quinta potenza di a. 

Per mostrare l’ applicazione di queste denominazioni , pren- 
derci il numero 3 , ed avrò , .-e 

1. » potenza ..... 3 . \ ‘ ,V, v , 

2. a ..... . 3 . 3 cs 9 

3 . ® 3 . 3 . 3=9. 3 = 27 

4 -* • • • . 3 . 3 . 3 . 3=27.3= 81 . 

5 .» . . . 3 . 3 . 3 . ,3. 3=81.3=243. 

Il numero , che esprime la potenza di un altro ,si chiama 
esponente di questo. , . k 

L’ esponente , allorché è eguale ali’ unità , non si scrive : a 
è la stessa cosa che a'. 

Si fa chiaro da ciò , che precede , che per formare una po- 
tenza (l'un numero , bisogna moltiplicar questo numero per se 
stesso una volta di meno che non vi sono unità nell' esponente 
della potenza. 

25 . Poiché 1’ esponente indica il numero dei fattori eguali, 


' ( ) Le denominazioni di quadralo , e di cubo dipendendo 

da considerazioni geometriche , e rompendo l' uniformità della 
nomenclatura dei prodotti formati da fattori eguali , sono im- 
proprissime in Algebra ; ma j ’ impiegano frequentemente a 
causa della [or brevità, 
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che formano 1’ espressione , di cui egli fa parie , e parche il 
prodotto di due quantità deve aver per fattori lutti quelli , clic 
forrnan ciascuna di queste quantità , ne segue che 1’ espressione 
fl s nella quale a è 5 volte fattore , moltipllcala per 1 espres- 
sione a’ , nella quale a c 3 volte fattore , deve dare un pro- 
dotto , nel quale a sia 8 volte fattore, ed in conseguenza es- 
presso con a 8 } e che in generale il prodotto di due potenze 
del medesimo numero deve aver per esponente la somma di 
quelli del moltiplicando , e del moltiplicatore . 

16. Segue da ciò che , quando due monomi hanno delle 
Ietterà comuni , si può abbreviar l' espressione del prodotto di 
queste quantità addizionando subito gli esponenti delle lettere si - 
miti del moltiplicando e del moltiplicatore. 

Per esempio , 1 ’ espressione del prodotto delle quantità 

a % b l c ed a^b^c'd , che sarebbe a'b ì ca c 'b i c' x d seguendo le con- 
venzioni del n" 2t, si abbrevia riuuendo i fattori indicali col- 
la medesima lettera , il che da 
a>o 4 ò 3 A 5 c c'd , 

donde concludesi 

a 6 b 9 c l d , 


Scrivendo ■ > ' »... 

a® in vece di a* a 4 , ovvero di c* c*. 
in vece di ò 3 ò 5 

■ ' ; e 3 in vece die t*. , ^ 

in. Nella «tessa maniera che si distinguono le potenze dal 
numero de’fattori eguali , da cui esse sono formate , si classibca- 
no pure i prodotti qualunque pel numero -dei. latton sem- 
plici , o primi , che gii formano ; ed io dato a queste al assi 
il nome di gradi. Il prodotto a’i 3 c sarà , per esempio del fa 
grado, perchè contiene 6 fasori semplici, cioè, i latton a, 
3 fattori b e i fattore c. E evidente che i fattori a , b , , e 
c riguardati qui come primi , non lo sono che riguardo all Al- 
gebra , la qual non permette di decomporli ;, ma essi possono 
rappresentare d’ altronde de’ numeri composti : non si tratta 
adesso che dello stato lor generale (*')• 


H Per una conseguenza dell ’ analogia indicata neU \ N , 0 f* 
della pagina 29. si chiama comunemente dimensione ciò eli io 
chiamo grado. V espressione riportata qui sopra avrebbe , 
linguaggio ordinario , 6 dimensioni. Quest esempio imo. 
bene V assurdità dell ’ antica nomenclatura , stabilita sopra, eia 
che i prodotti di d di 3 fattori misurano l estensione del- 
le superficie , e t volumi dei corpi ; quantità , che hanno » 
o tre dimensioni : ma passalo questo termine , la corrisponaen 
za tra V espressioni algebriche , e le figure geometrie te c * 
poiché l'estensione non può aver mai piu di tre dune 
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1 coelhcienti espressi in numeri non si considerano nel de. 
terminare il grado delle quantità algebriche : non si ha ri- 
guardo che alle ledere. 

lì mamfestp ( ai 25 . ) che quando si molliplican due mo- 
onii I uno per 1 altro , il numero , ch’esprime il grado del 
prodotto , e Ja somma di quelli , che esprimono il grado di 
ciascuno di questi- monomi. 

28. La moltiplicazione delle quantità complesse si riduce a 
quella delle quantità monomie , considerando separatamente 
ciascun termine del moltiplicando , e del moltiplicatore nello 
stesso me o che nell Aritmetica si opera in particolare sopra 
ciascuna cifra de. numeri , che ci proponiamo di moltiplicare 
^ Ariim. àó. ) ; la riunione de’ prodotti parziali compone il 
prò otto totale : ma l’ Algebra presenta una circostanza di più 
che non s incontra nei numeri. Questi non hanno termini da 
og tere , ovvero parti sottrattive ; le unità , decime , centina- 
ia , ec. , che gli compongono , si considerano sempre Come 
sommate tra loro , ed allora è evidente che il prodotto totale 
eve ormarsi della somma dei prodotti di ciascuna parte del 
ino tip icando , per ciascuna parte del moltiplicatore. 

Lo stesso succede quando si tratta d’ espressioni letterali , di 
cui tutti 1 termini son riuniti col segno 4-, ' 

J1 prodotto di ò-fA 
moltiplicato per c 

è ac-f Ac , 

e si ottiene moltiplicando ciascuna parte del moltipllcando pel 
moltiplicatore , ed aggiungendo i due prodotti parziali oc . 
e Oc. he il moltiplicando contenesse più di due parti , 1’ ope- 
razione sarebbe sempre la stessa. 

moltiplicatore è la somma di più termini', è vi- 
1 e . ?. le prodotto si compone dalla somma de’ prodotti dtl 
moltiplicando per ciascun termine del moltiplicatore. 

ri prodotto di a -fA 
moltiplicato per c-\-d 


. ® | ac 

' 'A-aa 


, uc-f-Ac 

... "f •wLf-bd; • *; -.'...1 

perche mo!t.p|ic 3T ìdo primieramente a-fA per e , s’ottiene 
^ 01 mo t'plicando n-f-A per il secondo termine rfdel 

resulfan' C rf' 0re J 8 / ; e la somma di questi -due 

resultati da nc+bc+a d +bd per lo prodotto totale/ 

vp ; . Moltiplicando contiene delle patri sottratti* 

, ° »* ^ uesle parti pel moltiplicatore degeìon es- 

sr<nio ' Ve 3 <ri ’ e va * c * dire j debbon esser preceduti dal 
5i 0 uo — . J er esempio , ■ , r 
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Il prodotto -di 

moltiplica 10 per 
è 


JSItEMEMll 

a — b 
e 


' . , . „ ... . he prenderemo ’tutta intera la quantità} a, 

K'ìmbte 3 i.. j rr^t, 

cagione, prenderemo d.pmMqaanUtà^^ r P ^ a nu . 

nel quale a inlerae P couseRuenza , ^prodotto cercato della 
“"otiiV "Sestante volte quante l' indica il numero c , ov- 
vero del prodotto fc: bisognerà dunque togl.ere 6c da ^,.1 
che dark , come qui sopra , ^ 

t. — jsss^rfe: 

chi essi ‘fossero tutti affetti t dal segno +* .£^“bbiano il 
termini, i Spi che i termini del molli pii- 

■» sfrati !... 

avrebbero 1 53 b°° 3 la“ redola precedente. Resteremo di co 

convinti dall’esempio che segue: 

Sia il moltiplicando 
il moltiplicatore 



U prodotto sarà |. 


ac — le 

-ad~\-bd ; 


quante l’indica il numero d ; cosi il prodotto « ©ra , 

sa quello che y cerca , del prodotto di a P ff di 
quell’ ultimo è , per ciò che precede t ad-bd , , «» . em0 
toglierlo dal primo bisogna cangiarne J segni (a°- ) - 
dunque ac—-bc—ad-j-bd. l 
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3i> Riepilogando le conseguenze degli «empì qui sopra , 
concluderemo che la moltiplicazione de' polinomi >' effettua 
moltiplicando successivamente secondo le regole date pei mo- 
nomi ( numeri ai. e a 6. ) , tulli i termini del moltiplican- 
do per ciascun termine del moltiplicatore , ed avvertendo che , 
se il moltiplicatore parziale ha il Segno -f- , il prodotto parzia- 
le deve avere il medesimo segno del moltiplicando parziale , fd 
il segno contrario se il moltiplicatore parziale ha il segno— - 
Se si sviluppano i differenti casi di quest' ultima regola , 
troveremo. 1 

i.° Che un termine, il quale ha il segno -j- , moltiplicalo 
per un termine , -che ha il segno -f* , dà un prodotto , che 
ha il segno 

a.* Che un termine, 'il quale ha il segno — , moltiplicato 
per un -termine , che ha il segno -f , da un prodotto; che 
ha il segno — . • - 

, 3.° Che un termine, il quale ha il segno -f , moltiplicato 
per un termine , che ha il segno — , dà un prodotto , che 
ha il segno — . ì , J 

4-° Che un termine , il quale h* il segno — , moltiplicato per 
un termine, che ha il segno — ,dà un prodotto, che ha il segno-J-.. 

Questi resultati fanno vedere che , quando il moltiplicando , 
ed il moltiplicatore parziali hanno il medesimo segno , il pro- 
dotto ha il - f- , e che , se essi hanno dei segoni differenti , il 
prodotto ha ilrsegno —. . > 

3a. Affine di facilitare la pratica della moltiplicazione dei 
polinomi , ecco la reoapitolaziou delle regole , che bisogna se- 
guire in questa operazione. 

i.° Determinare il segno di ciascun prodotto parziale secon- 
do la regola precitata questa è la regola -dei segni. 

a.® Formare il coefficiente facendo il prodotto di quelli del 
moltiplicando e del moltiplicatore parziali (aa.) s questa è la 
regola de’ coefficienti. 

3.° Scrivere in seguito le une dell altre tutte le lettere dif- 
ferenti contenute nel moltiplicando e nel moltiplicatore par- 
ziali (ai.) ; questa è la regola delle lettere. 

4-° fi are alle lettere comuni at moltiplicando ed al molti- 
plicatore parziali un esponente eguale alla somma ili quelli , 
che essi hanno in questo moltiplicando , ed in questo molti- 
plicatore (a5) questa è la regola degli esponenti. 

L’ esempio , che segue , offre l’ applicazione di latte le té- 
gole divisate, ve... . 1 n 'i ■ >«!•» 
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Moltiplicando Ìa‘>—-xa'b-{-^a'b' 

Moltiplicatore n 5 — : 4 n , i-|- 9 .i , 

5 a? — 9« 6 A-|"4 a 5 i 1 

Prodolli | — 2 oa fi /i-}~ 8 a'’Z> 1 — 1 6 n^A 5 . . 
parziali f -|- loa^i 3 — 4 aS ^ _ f’Hti J ^ 5 

Resultato f 5a?' — •» 9 Ó®ì-f - 1 ia^ 1 — Sa'iA 3 
ridotto t — 4° 3 ^‘ i 4"^ fl ’^ 5 r 

La prima linea dei prodotti parziali contiene quelli di toltf 
i termini del moltiplicando pel primo termine a s del -molti» 
pii cito re : siccome s’ intènde 'che questo termine abbia il se- 
gno -J-, i prodotti, eh’ ei somministra: hanno i -medesimi se- 
gni dei termini corrispondenti del moltiplicando (3i). 

Il primo termine 5 a* del moltiplicando avendo il segno -j-, 
non si scrive quello del primo prodotte--, parziale , che pare sa- 
rebbe + , il coefficiente 5 di a 4 essendo moltiplicato pel 
coefficiente 1 di a 3 , dà 5 per quello del prodotto parziale j 
la somma dei due esponenti della lettera a è 4+3 , ovvero 71 
il primo prodotto parziale è.dunqoe 5 ai. * 

Il secondo termine no 3 & del moltiplicando 'avendo il se- 
gno — , il prodotto ha il segno — - ; il coefficiente » di a 3 £' 
moltiplicato pel coefficiente 1 di a 3 dà 2 per coefficiente 
del prodotto ; 1 ’ esponente della detterà a , cornane ai termini , 
che si moltiplicano , è-3-f-3 , ovvero 6 , e si scrive in se- 
guito la lettera b , la qual non si trova che nel moltiplicando 
parziale: >1 secondo prodotte parziale è dunque — aa 6 à. 

Il terzo termine-}- dà « n prodotto parziale affetto dal 
segno -|- , e , per le regole applicate ai due termini preceden- 
ti , si trova - 4 - 4 « 5 iV " , • • f ' 

La seconda linea contiene i prodotti di tatti i termini del 
moltiplicando pel secondo termine—-^’^ del moltiplicatore j 
quest' ultimo avendo il segno — , tutti 1 prodotti , che esso 
dà , debbono avere .de’ segni contrari a quelli de* termini cor- 
rispondenti del moltiplicando : i coefficienti , le lettere , e gli 
esponenti si formano come nella, linea precedente. 

La terza linea finalmente contiene i prodotti di tutti i ter- 
mini del moltiplicando per il terzo termine -{? ai 3 del molti- 
plicatore , questo termine avendo il segno -)- , tutti i prodotti 
che esso dà , hanno il medesimo seguo dei termini corrispon- 
denti del moltiplicando. 

Dopo di aver formati tolti i prodotti parziali , di cui si 
compone il prodotto totale , si esamina attentamente quest ui- 
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timo , per veder *e contenga de’ termini simili. Allorché esso 
t»e contiene , si riducono , secondo la regola del num.° 19 , 
osservando che due termini , per esser simili , devouo conte- 
nere non solo le medesime lettere , ma ancora affette dagli 
esponenti medesimi. Nell’ esempio di sopra vi sono ire riduzio- 
ni cioè, 

- V 

— 2 a 6 i , e — 2oa fi £ , il che da — 22 q 6 t > , 

-J- 4o 5 i’j e*j-8a 5 A l , il che d'a-^-iaa 5 ^ 1 , 

> — 160^’, e-j-ioa^i 5 , il che dè — 6a<i 3 . 

Queste ridazioni essendo eseguite , abbiamo per resultato la 
linea ultima dell’esempio. 

Ecco in oltre , per esercitare il Lettore , un esempio di mol- 
tiplicazione , che è facile ad effettuarsi dopo ciò , che precede» 





r 


( 


I 


• * 


Digitized by Google 


I 


36 


«MlRTt 


■> •. 2 
«Se 

O X. o» 


h3 
V o 
» ft. 

B.s 

u> ~ ■ 



3 ? 

0 Cj 

«■• jr. 

►5* *H- 
? !'■ 

1 § 
s 

n O 


** <J\ 

*- » 

=; <? 

> a - 
+ 'S 

? I 

S* c_n 

1 

£ + 

1“ " 

•> Irf 

o* 


Su 

l 


I 

o 

» 

Ci 

§* 


Digitized by Google 


d'ìIOEIRJl 37 

33,1 metodi deHa moltiplicazione fanno vedere che , se 
lutti i termini del moltiplicando son del medesimo grado (>7)1 
e che quelli del moltiplicatore sien pure del grado stesso , tut- 
ti i termini del prodotto saranno dì un grado espresso dalla 
somma dei numeri , che denotano il grado dei termini di cia- 
scun dei fattori. 

Nel primo esempio il moltiplicando ,è del quarto grado , 
il moltiplicatore del terzo ; il prodotto è del settimo. » 

Nel secondo esempio il moltiplicando è del sesto grado , il 
moltiplicatore del terzo ; il prodotto è del nono. 

L’ espressioni consimili a quelle, che abbiamo citate , i cui 
termini sono del medesimo grado , si chiamano espressioni 
omogenee. L’ osservazione , die abbiamo fatta sopra i loro pro- 
dotti , è utile a prevenire gli errori , che si potrebber com- 
metter dimenticandosi di qualcuno de’ fattori nelle moltiplica- 
zioni parziali. j 

Le operazioni algebriche effettuate sopra quantità letterali 
lasciando vedere come le diverse parti di queste quantità con- 
corrono alla formazione dai resultali , fauno spesso conoscere 
delle proprietà generali dei numeri indipendentemente da qua- 
lunque sistema di numerazione. Le moltiplicazioni seguenti con- 
ducono a conseguenze di questo genere notabilissime , e d una 
applicazione frequente in appressò. 


a-|-i 
a — b 

o’-J-aA 
— ab — b' 

a* — A* 


a-fA 
a-\-b 
a’-f-aA 
-f aA-fr-A» 

a’-f-zaA-f-A* 


o’-f-zaA-j-A* 
a-fA 

a 3 -f za*A-f aA* 

-f a’A-j- 2aA‘-f A* 

a 3 -f 3a a A-f 3aA J -f A 3 . 


La prima , dalla quale resulta che la quantità a+A molti- 
plicata per a — b dà a» — A* , fa vedere che , se si moltiplica 
la somma di due numeri per la lor differenza , il prodotto 
sarà la differenza de' quadrati di questi numeri. 

Sft, #i prende , per esempio , la somma 1 1 dei numeri 7 , 
e 4 i e si moltiplichi per la* differenza 3 di questi numeri , il 
prodotto 3 X 11, ovvero 33 , sarà eguale alla differenza tra 
49 quadrato di 7 , e »6 quadralo eli 4» * 1 -•-* 
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Dal Secondo esempla , nel quale a-\-b & due volte fattore , 
•i apprende che la seconda polenta , ovvero il quadrato di 
una. quantità composta di due parti , a , e b , contiene il 
quadralo della prima parte , più il doppio del prodotto della 
prima parte per la seconda , più il quadrato della seconda. 

Il terzo esempio , ove abbiamo moltiplicato la seconda po- 
tenza di a-\-b per la prima , dimostra che la terta potenza , 
o il cubo di una quantità composta di due parli , contiene ii 
cubo della prima , più tre volte il quadrato della prima mol- 
tiplicato per la seconda , più tre volte la prima moltiplicata 
pel quadrato della seconda , più finalmente il cubo della 
seconda. 

35. Siccome i? necessario sovente il decomporre una quan- 
tità ne’ suoi fattori , e lasciar sempre in evidenza , quanto mai 
aia possibile , la formazione delle quantità , che si considera- 
no, non si effettuan le operazioni algebriche se non che quan- 
do non possiamo assolutamente dispensarcene , e bisogna , per 
questa ragione , stabilire de’ segni propri ad indicare la mol- 
tiplicazione tra le quantità complesse. 

Ci serviamo infatti delle parentesi , fra le quali racchiuden- 
ti i differenti littori del prodotto indicato. L’ espressione 

(5a4— 3«‘i*if-A<)(,4oi*— erc*+d s )(&’— «’) » 
per esempio , indica il prodotto delle quantità complesse 
5 «4 — 3o’t’-f-A4 , /JaA’ — ae’-j-d 3 , e b* — c*. 

Alcuni autori di data un poco remota si sono serviti di linee 
poste al di sopra dei fattori , come si vede qui sotto , 

Su'* — X 4 06 ’ — ac’-\-d^X 6 * — c * 5 
ma le linee potendo riuscire prolungate più , o meno di quel 
che sia necessario, rendono questo segno men preciso delle 
parentesi , che non lascian mai equivoco sulla totalità delle 
quantità comprese in ciascun fattore : perciò esse hanno prevalso. 

Della divisione delle quantità algebriche. 

36. La divisione algebrica debb’ essere considerata , nella 
Stesso modo che la divisione aritmetica , come una operazio- 
•Xse , che serve a discoprire uno dei fattori di nn prodotto dato , 
allorché conoscesi I’ altro. Dopo di questa definizione , il quo- 
ziente moltiplicato pel divisore deve riprodurre il dividendo. 

Applicando queste nozioni alle quantità monomie , vedremo 
pel n.° ai. che il dividendo è composto dai fattori 'dpi di- 
visore , e- da .quelli del quoziente } dunque , sopprimendo net 
dividendo tutti i fattori , che compongono il divisore , il Fff 
fallalo sarà il quoziente , che si cerea % 
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Sia , per esempio , il monomio jia s b*c*d da diyidersi per 
r akio monomio gn’ic*-; bisogna , secondo la regola enuncia- 
la qui sopra , sopprimere nella prima dì queste quantità i 
la acri della seconda , che son respeliivameiile 

g , a 5 , b , e c' : . i 

bisogna dunque , perchè Ja divisione possa eflettuàrsi cbo 
questi fattori sieno nel dividendo. E prendendoli per ordine-, 
si vede primieramente che il coefficiente- 9 del divisore deb- 
b’ esser fattore del coefficiente 73 del dividendo , . ovvero ohe 
9 deve dividere esattamente 735'il clie «li fatto - succede , poi- 
ché 7 -i rr:f ) X ^ • sopprimendo dunque il fattore 9 , resterà il 
fattore 8 per coefliciente del quoziente. / • . ■ t, - 

Segue ancora dalle regole della moltiplicazione (a 5 ) che 
l’ esponente 5 della lettera a nel dividendo è la somma degli 
esponenti che essa ha nel divisore , e nel quoziente ; quest’ul- 
timo esponente sarà perciò la di liete ora tra gli altri due, ov- 
vero 5 — 3 =a : così la lettera a avrà , nel quoziente , l’espo- 
nente 3. Per la stessa ragione , la lettera b avrà nel quozien- 
te un esponente eguale a 3 — 1 , o sivvero a. Finalmente il 
fattore c 1 essendo comune al dividendo, ed vii divisole , deva 
esser soppresso j ed avremo , pei- conseguenza * 

8 a‘b‘d 

pel domandalo quoziente. 

Si ragionerà pella stessa maniera sopra qualunque altro e- 
sempio , .e concluderemo da ciò che precede, che , per ef- 
fettuare la divisione delle quantità monomie , bisogna divide- 
re U coefficiente del dividendo per quello del divisore : • 

Sopprimere nel dividendo le lettere , che egli ha comuni 
col divisore , allorquando esse hanno il medesimo esponiate ; 
ed allorquando /’ esponente non è lo stesso , togliere V espo- 
nente del divisore da quello del dividendo ; il resto sarà l' e- 
sponente , che deve avere la lettera del quoziente : 

Finalmente scrivere nel quoziente le lettere del dividendo , 
che non si trovano nel\livisore. • 

37. Applicando la regola che ora abbiamo data per forma- 
re l’esponente delle lettere del quoziente, a una lettera , che 
avesse il medesimo esponente nei dividendo , e= nel divisore , 
si troverebbe zero per l’ esponente , che essa dorrebbe aver nel 
quoziente : o 5 diviso per a 1 , per esempio , darebbe Afba 
di sapere- ciocche possa significare una tale espressione , biso- 
gna risalire alla sua origine , e considerare che, rappresentan- 
do il quoziente della divisione 'dalla quantità a 3 per se stessa , 
ella deve corrispondere all’unità, che indica’ appunto quante 
volte una quantità qualunque c contenuta in se stessa. Pro- 
cede da ciò , che f espressione a 0 < un simbolo equivalente 
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alt unità , ed al quale si deve in conseguenza sostituire, i . Pos- 
siamo dunque. dispensarci da scriver le lettere , die hanno zero 
per esponente , perocché allora ciascuna delle medesime non 
rappresenta che V unità. Così a ì bc' diviso per a'bc * dando 
a'b e c° , si riduce ad a , come possiamo ancora assicurarcene 
effettuando la soppressione dei fattori comuni al dividendo , 
ed al divisore. 

Si vede da ciò che la seguente proposizione , cioè , ogni 
quantità , che ha sero per esponente 4 equivale a 1 , non è a 
parlar propriamente che la spiegazione di un resultato , al quale 
conduce la convenzione stabilita sulla maniera di scrivere le 
potenze delle quantità mediante i loro esponenti. 

Perchè la divisione possa effettuarsi , bisogna 1 .• che il di- 
visore non contenga nessuna lettera , che non si trovi nel di- 
videndo ; a. 0 che ,l’ esponente delle lettere nel divisore non 
sorpassi quello , che esse hanno nel dividendo; 3 .® finalmen- 
te che il coefficiente del divisore divida esattamente quello del 
dividendo. 

38 . Quando tutte queste condizioni non hanno luogo la di- 
visione non può che indicarsi sotto la l'orma di una frazione , 
secondo la convenzione del num.° a ; e bisogna cercare in 
seguito di simplifìcare questa frazione sopprimendo i fattori , 
che son comuni uei medesimo tempo al dividendo , ed al di- 
visore , se ve ne sono : .poiché ( Arilm. S7 ) è patente che i 
principi , sopra i quali riposa la teoria delle frazioni aritme- 
tiche, essendo indipendenti da qualunque valore particolare 
de' loro termini , convengono alle frazioni rappresentate dalle 
lettere , come a quelle che sono espresse dai numeri. 

Dietro a questi principi 5 si sopprimono primieramente i fat- 
tori numerici comuni ai coefficienti del dividendo , e del divi- 
sore ; poi le lettere , che sono comuni al dividendo , ed al di- 
visore , e che hanno il medesimo, esponente nell' uno , e nel - 
t altro. Allorché f esponente non è lo stesso , si toglie il più, 
piccolo dal più grande , e si dà quetto resto per esponente 
alla lettera , che non si scrive che in quel dei due termini 
della frazione dove essa aveva V esponente più grande. 

L'esempio seguente schiarirà questa regola. 

Sia 4 Sa ì b s c*d da dividersi per 64 a ì b’ i c$e ", il quoziente non 
può indicarsi ohe sotto la forma frazionaria , 

48 a ì b i c , d 


. _ *< '■ 64a 3 bh:$e 

ma siccome i coefficienti 48 , e 64 sono ambedue divisibili 
per 16 , sopprimendo questo fattore comune , il coefficiente 
del numeratore diverrà 3 , e quella del denominatore 4- 
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La lettera a avendo il medesimo esponente 3 nei due termi- 
ni della frazione , ne segue che a 3 è un fattore comune al di- 
videndo , ed al divisore , e che si può parimente sopprimere. 

Passando in seguito alla lettera A bisogna dividere la po- 
tenza più elevata , che è b 5 , per A 3 , secondo la regola data 
qui sopra , ed il quoziente A* c’insegna che A 5 =A 3 Xi’' Sop- 
primendo dunque il fattore comune A 3 , resterà nel numerato- 
re il fattore A*. 

Per rapporto alla lettera c , il fattore più elevato essendo e* 
nel denominatore , se Si divida per e* , lo decomporremo in 
e* Xc*i e sopprimendo il fattore c’ , comune ai due termini 
questa lettera sparirà dal numeratore , ma resterà nel domina- 
tore coll' esponente a. 

Finalmente le lettere d , ed e resteranno nei loro posti re- 
strettivi /poiché nello stato , in cui esse sono , non iudicano 
alcun fattore , che sia comune ai due termini della frazione. 

Mediante queste diverse operazioni la frazione proposta ri- 
dueesi a 

3 A*t* 

4 c a e ’ 

eh’ è la sua più semplice espressione sin a tanto che non si dii 
alcun valore numerico alle lettere : imperocché la detta fra- 
zione potrebbe anco di più esser ridotta se a queste lettere ve- 
nissero sostituiti dei numeri contenenti fattori comuni. 

39. Non deve om mettersi di osservare che se tutti i fattori del 
dividendo entrassero nel divisore , il quale di più ne conte- 
nesse ancora degli altri , che gli fossero particolari / sarebbe 
necessario , dopo la soppressione de’ primi fattori , metter l’u- 
nita in luogo del dividendo , o numeratore della frazione. Ol- 
fatti , in questo caso possiam sopprimere nei due termini della 
frazione tutti i fattori del numeratore , e vale a dire , dividere 
i due termini della frazione pel numeratore ; ma quest’ulti- 
mo essendo diviso per se medesimo , deve dar l’ unita per quo- 
ziente , di cui bisogna farne il nuovo numeratore. 

Sia , per esempio , la frazione 

4 a’Ac 

1 la'b^ed 1 

i fattori 12 , a’, A 3 , e c si dividono respettivamente pei fatto- 
ri 4 j a’/A , e c , ed è come se si dividessero i due termini 
della frazione proposta pel numeratore 4 »* Ac : ora , la quan- 
tità t^a'bc divisa per se stessa dà 1 per quoziente , e la quan- 
tità iia'b^cd divisa per la prima dà , in virtù delle regole 
precitate , ’ìb'd : la nuora frazione è dunque ‘ 1 
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4o. Segue dalle regole della moltiplicazione che , quando 
una quantità monomia moltiplica una quantità poliniutiia , 
essa divien fattore comune di tutti i termini di quest’ ultima. 
Si profitta di tal' osservazione per simplificar le frazioni , di 
cui il numeratore , ed il denominatore sono dei polinomi^ che 
han dei fattori comuni a tutti i lor t bnnitn. 

Sia 1’ espressione 

— 3a*Aoj-i ia.*c* 
ga’ò — i5a*c-[-a4 ai * 

esaminando la quantità 6a4 — Za'bc-^.i-xa'c' , si vede che il 
fattore a’ è comune a lutti i suoi termini, poiché 
ed inoltre i numeri 6,3, eia soa tutti divisibili per 3 ; 
di maniera che 

6o*— 3 a *ic-f-i ao*c*=aa* X 3a>— icX3a , +4e I X3a*. 
Parimente il denominatore ha per fattor comune 3o’, perchè 
i fattori a’, e 3 entrano in tutti i suoi termini , ed abbiamo 

g a'b — 1 5a’c-{" 1 4“ 3 =s3i X 3«* — 5cX3o’-|-8'iX 3a*. 
Sopprimendo dunque il fattore 3a’ si nel numeratore , che 
nel denominatore , la frazione proposta diverrà 

la? — £o-j-4 c ’ 

3 b — 5c-j-8a 

4 1 • Passo adesso al Caso dove il dividendo , ed il divisore 
•on ambedue complessi , e nel quale non si può più cono- 
scere a piima vista se il divisore è , o non .è fattore del di- 
videndo. 

Poiché il divisore , moltiplicato pel quoziente , deve ri- 
produrre il dividendo, bisogna che quest’ ultimo contenga lut- 
ai i prodotti parziali di ciascun termine del divisore per cia- 
scun termine del quoziente ; e , se si potessero trovare i pro- 
dotti formati da ciascun termine del divisore iu particolare , 
dividendoli per questo termine , eli’ è cognito, si otterrebbero 
quelli del quoziente , nella medesima maniera che in Aritme- 
tica si scoprono tutte le cifre del quoziente , dividendo succes - 
sivamenle pel divisore i numeri , che si riguardano come i 
prodotti parziali di questo divisore per le diverse cifre del quo- 
ziente. Ala nei numeri questi prodotti parziali si presentati, per 
ordine^ principiando dalle uuità situate nell’ ultimo posto sulla 
sinistra , a motivo della subordinazioue stabilita tra le unità di 
ciascuna cifra del dividendo dipeudeutepieute dal posto , che 

à 
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esse occupano. Fon vale il medesimo in Algebra , ma vi si 
«upplisce col dispor tutti i termini del dividendo , e del divi- 
sore in modo che gli esponenti delle potenze dell iste ssa lette- 
ra diminuiscano in ciascun termine , andando dalla sinistra 
verso la destra nel modo che vedesi , per rapporto alla lette- 
ra a, nelle quantità ... 

5a7— aao 6 i-f-iaa 5 i’— 6o<i 5 — 4« i 4 +® a i 

5 a 4 — 4n*i* , 

delle quali una è il prodotto, e l’altra il moHipl.cando nel- 
l’operazione del n.° 3a : questo è ciò , che si dice ordinare 

le quantità proposte. . . , , 

Allorché esse sono così disposte , è evidente che ^qualunque 
Sia il fattore , per cui bisogna moltiplicar la seconda , onde , 
ottenerne la prima , il termine 5 a? , Col quale questa comincia, 
resulta dal termine 5 a*, col quale comincia 1 altra , moltipli- 
cato pel termine ove a avesse il più alto esponente nel at- 
tore cercato , e che trovasi il primo in questo fattore allorché 
egli è ordinato per rapporto ad a. Dividendo dunque il mo- 
nomio Sai pel monomio 5 a* , il quoziente a 3 sara il primo 
termine del fattore cercato.- Ora , per le regole della moltipli- 
cazione , il prodotto totale dovendo contenere i diversi pro- 
dotti parziali resultanti dalla moltiplicazione d. tutto il mol- 
tiplicando per ciascun termine del moltiplicatore , ne segue 
che la quantità presa qui come dividendo deve puntene. re I 

prodotti di tutti i termini del divisore 5«4_ao * . F* 

a 3 primo termine del quoziente -, ed in conseguenti, «e»itol- 
gono dal dividendo questi prodotti, che «.^2 
ìa^b' , il resto — 20a 6 H-8a^’— <»<*'— 4^ 4 + 8 “* iS ”®“ 
conterrà altri termini se non quelli , che resultano dalla molti- 
plicazione del divisore pel secondo , terzo ec. termini del 

^Questo "resto puì> dunque essere considerato come un diviso- 
re parziale ; ed il suo primo termine, nel quale a ha 1 espo- 
nente più alto , non ha potuto derivare che dalla moltiplica- 
zione lei primo termine del divisore pel secondo del .quo- 
ziente Ma il primo termine del dividendo parziale avendo il 
segno— , bisogna assegnar quello, che deve avere il termine, 
che gli corrisponde nel quoziente : ora questo e assai facile 
mercè la i. a tegola del n.° 3i -, perche la quantità — aoa 6 A, 
riguardata come un prodotto parziale, avendo un segno con- 
trito a quello del moltiplicando paratale 5a* , ne resulta che 
il moltiplicatore parziale ha dovuto essere alletto dal segno—, 
La divisione essendo dunque eseguita sopra i monom! -aoa 
e 5a< . darà— 4o*ft per questo secondo termine. Se si molti- 
plichi esso termine per tutti qu«Ui del divisore , e « tolga il 
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prodotto dal dividendo parziale , il resto -f- 1 oo^i 5 — 
-f-8n’4 5 altro non conterrà che i prodotti del divisore pel ter- 
zo , e successivi termini del quoziente. • 

E riguardando questo resto come un nuovo dividendo par- 
ziale , il suo primo termine t oa^ò 3 non può essere che il pro- 
dotto del primo termine del divisore pel terzo termine del 
< quoziente ; e per conseguenza quest’ ultimo si otterrà dividen- 
do 1’ uno per 1’ altro i monomi io a 4 ò 5 , e 5 a*. Il quoziente zfi* 
essendo moltiplicato per tutto il divisore, dà dei prodotti, la 
cui sottrazione esaurendo il dividendo parziale , prova che il 
quoziente non ha che tre termini. 

Se egli avesse dovuto averne un maggior numero , si sareb- 
bero evidendemente trovali come i precedenti ; e se , come si 
suppone , il dividendo ha per fattore il divisore , la sotlrazion 
del prodotto di questo divisore per l’ ultimo termine del quo- 
ziente deve sempre esaurire 1’ ultimo dividendo parziale. 

4z. Per facilitare la pratica delle regole trovate qui sopra : 
i.° Si dispongono il dividendo , ed il divisore come per la 
divisione dò numeri , ordinandoli ambedue per rapporto ad 
una medesima lettera , e vale a dire , scrivendo i lor termini 
in modo che gli esponenti di questa lettera vadano decrescendo: 

a.° Si divide il primo termine, del dividendo pel primo 
termine del divisore , e si scrive il resultato nel posto stabilito 
pel quoziente : • . 

k 3.° Si moltiplica tutto il divisore pel quosiente parziale , 
che abbiamo trovato j si toglie dal dividendo \ e si fa la ri- 
duzione de' termini simili : 

4- # Si riguarda questo resto 'come un nuovo dividendo , di 
cui si divide il primo termine pel primo termine del divisore ; 
si scrive il resultato come un secondo termine del quoziente ; 
e si prosegue V operazione sopra questo termine come qui so- 
pra , finì» a tanto che tutti *, termini del dividendo sien e- 

sauri li. 

E osservando che un prodotto ha il medesimo segno del 
moltiplicando allorché il moltiplicatore ha il segno -f- , e che, 
Mei caso eontrario , ha il segno — (3i) , se ne conclude che 
quando il dividendo parziale , ed il primo termine del diviso- 
re hanno il medesimo seguo , il quoziente deve avere il segno ; 
e se essi hanno dei segni contrari , il quoziente deve avqrc il 
segno — : questa è la regola dei segni. 

Le divisioui parziali si effettuano col mezzo delle regole date 
per le quantità monomie. 

Si divide il coefficiente del dividendo per quello del divisa- 
re: questa è la regola dei coefficienti. 

Si scrivono nel quoziente le lettere comuni al dividendo , ed 
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ni divisore con un esponente uguale alla differenti! di quelli, 
dai quali son affette in questi ‘due termini ; e finalmente le 
lettere , le quali non sono che nel dividendo : son queste le 
regole per le lettere , e per gli esponenti. 1 

43. Ad oggetto d’ applicar queste regole alle quantità 

5at‘—22a 6 b-\-iia 5 b x — 6 afiP — 4° 3 ^ 4 H~8a , i 5 , 

5a4~aa 5 A-J-4 a ‘^ > 1 ' • * 

! 

le quali m’ hanno servito d’ esempio qui sopra , le disporrò 
come se si trattasse d’ effettuare la divisione aritmetica. 


Dividendo 

• * . I 

5a~— 1 2a 5 b’ , ^~6a^b l 4 a3 ^-}~8a :l £ 5 

— 5a7-J-2o 6 i— 4a 5 £ a 

- . • • I .. . t ’ • 

1 lesto — -aon 6 ^“^"8u®5*— Gn'lÀ 3 -— 

-j -20 a 6 b — 8a 5 3 , -j-i6a^ ? 


Resto -^-ìoa^è 3 — 4o 3 M-^-8o # è 5 

— 1 o a^b* -{- 4 cdb^ — 8a*i 5 


Divisore 

\ 

5a4 — aa 3 è-f-4a*A* 
Quoziente 
a 3 — 4a*i4-2i» 


Resto 


Il segno dej primo termine 5 aJ del dividendo essendo lo 
stesso che quello di 5 a* , primo termine del divisore , si do- 
vrebbe mettere nel quoziente il segno -j- ; ma siccome si traila 
del primo termine , orametteremo questo segno. 

Dividendo 5n7 per 5a4 , si ha per quoziente a* , che scri- 
veremo sotto del divisore. 

Moltiplicando successivamente i tre termini del divisore pel 
primo termine a 3 del quoziente , e scrivendo i prodotti sotto 
• termini corrispondenti del dividendo , dopo d’ aver cangiati 
1 segni di questi prodotti affin di sottrarli ( 20 ) , formeremo la 
quantità ‘ 

j „ , r — 5a7-f 2a 6 b—ia $ b’ , . * . , 

della quale faremo la riduzione col dividendo, e ne otterremo 
per resto 

— aoa 6 £-f-8a 5 £’— 6aW— 4« 3 i'*+8a’i ; . 
n: tjontiBuand 0 la divisione su questo resto , il primo termine 
— 2 oa b diviso per 5«4 darà per quoziente — l\a'b , avendo 
questo quoziente il segno — a causa che il dividendo , ed 
1 1 visore hanno segui diversi. Moltiplicandolo pei- tutti « 
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temiini del divisore , e cangiando i segni , formerassi la quantìti 

20a*i— tìa’i’-f 1 Ga^P ì 

della quale faremo la riduzione col dividendo , e conseguiremo 
-|- 1 oa^i 3 *— ^PP-^Ga'P . 

Dividendo il primo termine' ioa<i 3 di questo nuovo divide»* 
do parziale , pel primo termine 5 a$ del divisore 5 moltiplicali* 
do pel resultato -{-ai 5 tutto il divisore f scrivendo i prodotti 
sotto il dividendo parziale ) avvertendo di cangiar loro il se- 
gno , e facendo la riduzione , non resta niente , il che fa ve- 
dere che -fa P è 1’ ultimo termine del quoziente cercalo , il 
quale ha in conseguenza per espressione a 1 — 4 a’i+ 2 Ì 3 * 

44- È a proposito d’osservare che nella divisione le molti- 
plicazioni de’ differenti termini del quoziente pel divisore pro- 
ducono spesso de’ termini , che non si trovano nel dividendo , 
e che bisogna dividerli in seguito pel primo termine del 
divisore. Questi termini son quelli , che si sono distrutti al- 
lorché abbiamo formalo il dividendo con la moltiplicazione 
de’ suoi fattori , quoziente e divisore. Ecco un esempio nota- 
bile di riduzioni siffatte 

Sia a 3 — P da dividersi per a — b : 


Divisione 


Moltiplicazione 


P—P 
■— fl 3 -j -a'b 


a — r b 


a 1 -J - aft-ffi* 


-4 -a'b-^P 
— a'b-\-nP , 


-f-oi’—J 3 
— ai’-ffc 3 


a — b 

a’-f oA-f P 


a? —a'b 
Jpcfb — ab* 
-fui 1 — b 3 


Resultato a 3 — 6 3 . 


II primo termiue a 3 del dividendo , diviso pel primo termine 
a del divisore , da per quoziente a 1 y moltiplicando questo 
quoziente pel divisore , e cangiando i segni de’ prodotti , »* 
trova -aU-a’i : il termine — a 3 distrugge il primo termine 
del dividendo , ma resta il termine a'b , clie non si trovava 
nel dividendo. Siccome questo contiene la lettera a , si pu® 
dividerlo pel primo termine del divisore , e se He ottiene -fa*- 
Moltiplicando questo quoziente pel diyjsorc * e cangiando 1 
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si’gni dei prodotti, avremo — a r b -j- ab' : il termine — — a'b 
distrugge il precedente , ma resta il termine -f ab * che pari- 
mente non si trovava nel dividendo ; ài divida ancora onesto 
per a , avremo per quoziente -f- b' ; moltiplicando questo quo- 
ziente parziale pel divisore, avremo, cangiando i segni 
—-ab'+b* : il primo termine — ab' distruggerà il precedente! 
ed il secondo -f. P distruggerà l’ ultimo termine — P , che 
restava del dividendo. ’ 

Per ben comprendere il meccanismo della divisione, serve 
di gettar gli occhi sulla molliplicazion del quoziente a* -J- ab 
■j-b' pel divisore a—b, posta a fianco alla division prece- 
dente j , vedremo che tutti i termini riprodotti nelle divisioni 
parziali son quelli , che si distruggono nel resultato della mol- 
tiplicazione. 


45 . Succede qualche volta che la quantità , rapporto alla 
quale st e ordinato si trova alzata alla medesima potenza ia 
piu termini , si del dividendo , come del divisore. Iu tal caso 
bisogna disporre in una medesima colonna , ovvero scrivere 
immediatamente in seguito gli uni degli altri questi termini , 
osservando d ordinarli tra loro per rapporto ad un’altra 


~ atb'-ì-Pc*— a' c 4 — 2 i 4 c *-f a »£4 , da 
dividersi per a*— b' c ' » 

w! d) ” and0 b P rima . di ^ ues(e quantità per rapporto alla 
ietterà a , si porranno m una medesima colonna i termini a^P 

Z'nf'f. » ln aitra » termini + a'P—a*c< , e finalmente 
nell ultima colonna 1 tre termini + b 6 , 4- 2 £4 C > 4. p c i or . 

cimandoli per rapporto alla lettera b , come gi Tede nella 
pagina seguente. 

11 primo termine - a « del dividendo essendo diviso pei pri- 
‘*! 71 “ lne f del divisore , dà — «4 per primo termine del 

ner umi 6 ; 5 t form . an<1 ® , m * e S" ,t0 > 1 Pedoni ài questo quoziente 
per tutti 1 termini del divisore , cangiando i segni di questi 

desimi 1 ' ’ l° nde ,oglierI ! dal dividendo j e ponendo in nna me- 
Z C J° nna . 1 te ™ affelli dalla •’«*» potenza di «, si 
ottiene, dopo la riduzione determini simili, il primo resto, 
che prenderemo per secondo dividendo parziale. P 

div Lo Pr r r °T r T e ~ ‘P ,eSl ° nu ™> d-idendo essendo 

formo-. P 6 . ’ . P e . r secondo termine del quoziente — na'Pt 

termi r Td p 1 |T gU,t ° 1 di . per tutti i 

toglierli dal caB 8' a “ do » segni di questi prodotti per 

lonna ; ■ md !:. ndo Parziale , e ponendo in una stessa co- 

^ n d*rr“. a ^ daUa medeSÌI " a P° le - a di «1 proìrie- 
n° P n j f a r,duzi0 «»e de’ termini simili , il a .° resto , 
che prenderemo per un terzo dividendo parzkfc, ’ 
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L’ operazione continuandosi nella stessa maniera sopra il 2. 0 
resto , e sopra i seguenti , troveremo ancora tre termini del 
quoziente. L’ ultimo essendo moltiplicato per tutti i termini 
del divisore , dà dei prodotti , che , tolti dal 4-° testo , lo 
distruggono interamente; la divisione si fa dunque esattamen- 
te , ed in conseguenza il divisore è fattore del dividendo. 


-\-2a l >c 1 — a ! c 4 +2è4 c r 


+«' 


aV 




’r4 


a’— b'—c % 


—a 4— 2a ! 6’— A4 
-j- a’c* —A’c 1 


"resto—' 2a 4 A 1 -|-a , A4-j-A 6 

4- aie 1 — aV4 -J-2Ì4c* 

+A’c 4 

— 2a’J4 

— 2 a’A’c* 


■> éti^ <<*4 

Mi 

•> ***** 




* pii ; ìiJf 

ivi 

li 

7 

*• " r 

;«• 

* i»?. 



*.°res/o-j-a4c* — a*A4 A fi 

-i-aa’A’c’-l-afrtc 1 

— a 1 c 4 -j- A’c 4 < i 

i — o4c*-j- a’A’c* ’ •. — ’ >*»■. — V-! • - • 

-f- a’c 4 • 

■ ■ - - ' • 


3.° resto 

. Ut 

Ulti 'riìg| 

— a’A 4 _f. *6 
_a’A’c’-|-2A 4 e*'- 
-fA’c 4 
-f- a’A 4 — A 6 
— A 4 c* 

j. 

!| • ' Sii -4:.. . 

i 1 : !• 

«libi f r 1 
1 i rlin oit j 

4-* resto 

— a’A*c’-f-A 4 c* 

+A’c 4 

f » .'Vi Ve * ' * L. 

l'JiVjl?*! li '’-t-ili 

-»ti# htin .w 

-J-n’À’c’ — A 4 c’ 


*15: 2 Jfe ili 

— A’c 4 

! ! ll|My f 

% -J •- ; 

O 



46. Si facilita qualche volta la divisione decomponendo a 
colpo d’occhio una quantità ne’ suoi fattori. Se s' avesse, per 
esempio , 8a 6 — 4« 1 ^ :l +4 a J -j-2a 3 — A’-f-i da dividere per za’ 
-A>+. , questo divisore formando i tre ultimi termini del di- 
videndo , servirebbe cercare s’ egli sia fattoi- idei tre primi} 
naa questi ultimi hanno visibilmente per fatlor comune 4»% poi- 
ché Sa 6 — 4“ i £’-j"4 a5=: 4“ s ( aoJ ” < A’-J-i). Mediante quest’ esse r- 
vazione il dividendo diventerà. 
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tt'AtaBBRA 
4a 5 ( lfl 1 — )-f-aa 3 — i’-f-l ) 

bWero (za 3 — &*-H) (4° 5 +* ) : 

la divisione s’effettuerebbe dunque immediatamente sopprimen- 
do il fattore aa 3 — - i’-j-i eguale al divisore , ed il quoziente 
sarebbe 4a J +t* 

L’ abitudine al calcolo algebrico suggerisce moltissime os* 
servaZioni di questo genere , per mezzo delle quali si abbre- 
viano le operazioni. 

Ed esercitandosi molto si arriva facilmente a Conoscere le 
decomposizioni in fattoti ; questi spesso si rendono evidentis- 
simi allorché iti vece di effettuare le moltiplicazioni , che si 
presentano , non si fa altro che indicarle^ 

Delle Frazioni algebrichei 


47- Qùahdo s' applica il metodo della divisione algebrica 
a due quantità , di cui 1’ una non è fattore dell’ altra , si 
riconosce l’impossibilità d’ effettuarla , perchè si arriva nel 
corso delle operazioni , ad un resto, di cui il primo termine 
non pub esser diviso per quello del divisore. Eccone un 
esempio i 

1 a’-J-i* 

—a 3 — ab* ’ I ■ 

] a -\-b 

li* testo a’b — n//'-j-2Ì 3 

— a’b—b 3 


*.° resto 


—ab'+b\ 


Il primo termine — ab * del secondo resto iiòn può dividersi 
per a* , primo termine del divisore ; così la divisione s’ arresta 
a questo punte. Si potrebbe , come nell’ Aritmetica , unire al 


— ol'-J-ì 1 

quoziente a-\-b la frazione - ' . . , che ha per numeratore 

a’-4-i 3 

il resto , e per denominatore il divisore ; ed il quoziente 
sarebbe 

& 3 — ab* 

— 

Si vede facilmente che la divisione deve arrestarsi quahdo 
si arriva ad un resto , di cui il primo termine non contiene 
la lettera , per raporto alla i/uale si è Ordinato , se non che 
Algebra 4 
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elevata ad una patema inferiore a quella delia medesima let- 
tera nel primo termine del divisore- 

ffi. Allorché la divisione algebrica di due quantità non 
può effettuarsi, l’espression del quoziente resta indicata sotto 
una forma frazionaria , prendendo il dividendo pel numerato- 
re , ed il divisore pel denominatore j ed affi» di ridurla al 
maggior grado di semplicità possibile , bisogna cercare se il 
dividendo, ed il divisore hanno de’ fattori comuni persoppii- 
xoerli ( 38 ). Ma quando si tratta di polinomi i fattori comuni 
non si scoprono con la medesima facilità che nei monomi*} 
non si trovano in generale che cercando , con un metodo ana- 
logo a quello , che abbiamo spiegato in Aritmetica pei nu- 
meri , il massimo comune divisore di due quantità proposte. 

Non si possono assegnar le grandezze relative dell’ espres- 
sioni algebriche fino a che non si dan de’ valori alle lettere , 
eh’ esse contengono -, la denominazione del massimo comun di- 
visore , applicala a queste espressioni non deve dunque es- 
ser presa rigorosamente nel medesimo senso come nell’ Arit- 
metica. 

In Algebra bisogna intendere pel massimo comune divisore 
di due espressioni quello de’. lor divisori comuni, che conticn 
più fattori in tutti i suoi termini , ovvero eh’ è di grado pili 
alto (27). La sua determinazione riposa , 'come in Aritmetica, 
sopra questo principio : Qualunque divisar comune a due 

quantità deve dividere ancora il resto della lor divisione. 

La dimostrazione , che n' abbiam data nel n.° 61. del- 
l’ Aritmetica , diviene piu chiara allorché vi s’ impiegano i 
simboli algebrici. Infatti sicno A e B le due quantità propo- 
ste , D il loro divisore comune } Q il quoziente della divi* 
sione di A per B , ed R il resto ; si avrà 

A=zBQ+R ; 

poi dividendo i due membri di questa equazione pel divisore 
comune D , avremo 


A BQ R 



A B 

e se si faccia — —a , — -=zb , quozienti esalti per l’ ipotesi , 
cangeremo l’equazione qui sopra in 

R R 

a~b <(>-| , d’ onde a—lQ — — ■ 

D D' 
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passando il termine bQ nel primo membro. Ora poiché il 
primo membro, che in questo caso dev’ esser composto de’ 
medesimi termini del secondo , è adesso un intero bisogna che 
lì sia divisibile esattamente per D. 

Reciprocamente qualunque divisore comune alle quantità 
B e R deve dividere A : poiché se si fa 

B R A . BQ R 

— =zb , — ~r , l’equazione — = 1 divenendo 

D D DDE 

A 

- = bQ+r, 

D 

he segue ciré A è necessariamente divisibile per D , qùandof 
ber sono j)egl’ interi. 

Dietro a questi principi si cotntncerà , come in Aritmetica ; 
dal cercare se una delle quantità sia essa stessa diviso- 
re dell' altra ; se la divisione non si fa esattamente , si di- 
viderà il primo divisore pél resto , e cosi di seguito : e quel- 
lo dei resti , che dividerà esattamente il precedente , sa- 
rà il massimo comun divisore delle due quantità proposte : 
ma sarà necessario fare nelle divisioni indicate delle osserva- 
zioni , le quali dipendono dalla natura delle quantità alge- 
briche. 

Non si deve primieramente cerca te il divìsor COmnne di due 
espressioni algebriche se non quando esse hanno delie lettere 
Comuni ; bisogna sceglierne nna , per rapporto alla quale sì 
ordineranno P espressioni proposte ; e prenderemo per dividen- 
do quella , ove questa lettera avrà il più alto esponente ; l'al- 
tra sarà il divisore. 

Sieno le dne quantità 

3 a 3 — 3a'b-\-ab‘ 1 — ò 5 , 

/fa'b — 5 ai’-f-ò 1 

le quali Sono di già ordinate per Rapporto alla lettera à; pren- 
deremo la prima per dividendo , e Ja seconda per divisore.- 
Presentasi , nel principio dell’ operazione , una difficoltà , che 
non s’ incontra nei rmnieri , ed è che il primo termine del di- 
visore non può dividere esattamente quello del dividendo , a 
Causa dei fattoti 4 , b dell’ nno , i quali non sono nell’ al- 
tro. Ma la lettera b essendo comune a tutti i termini del di- 
visore senza esserlo a tutti quelli del dividendo , ne segue (4o) 
che b è fattore del divisore , e non lo è del dividendo ; ora , 
ogni divisore comune a due quantità non può esser composto 
Che de’ fattori , che son comuni all’ nna, ed all’ altra; dun- 
que , se esiste no tal divisore tra le due quantità proposte ; 
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esso rimi piti) trovarsi che tra i fattori della quantità 4 a 1 — > 
5 , .che resta quando ahhiam tolto b dalla quantità 4a’)5> 
— fnò’-j-//' ; cosi la questione riducesi a cercare il piassimo 
connine divisore delle due quantità 

3n J — 3 a’b+ab'—b* , 

— 5 ab - \-b 

Per la ragione medesima che abbiarn potuto sopprimere in 
iiua delle quantità proposte il fattore A, che non entrava nel- 
l’altra , possiamo ancora introdurre in quest' ultima un nuovi» 
fattore, purché non sia fattor della prima. Con tale operazio- 
ne il massimo comun divisore di queste quantità il quale non 
è formato che de’ fattori comuni ad entrambe , non sarà pun- 
to alterato. Profitto di questa osservazione , onde moltiplicare 
la quantità 3o* — 3fl’Z>-|-aA’ — ò 3 per 4 » che non • è fattore 
della quantità fa ’ — , affin di render possibile la di- 
visione del primo termine dell’ una pel primo firmine del- 
1’ altra. 

Avrò in questa maniera per dividendo la quantità 
i?a 3 — 1 la'b-jr^ab 1 — /jb s , 
per divisore Ja quantità 

4<J ; — -5ab-^b 2 , 

ed il quoziente parziale sarà 3a. 

Moltiplicando il divisore per questo quoziente , e togliendo 
il prodotto dal dividendo , verrà per resto. 

3n’i-f-nò*— 4ò 5 , 

quantità , che in conseguenza del principio già posto nel co- 
ininciamento di quest’ articolo , deve pureavere con 4a* — 5 ab 
-\-h' lo stesso massimo comune divisore che la prima. 

Profittando delle osservazioni falle qui sopra , sopprimo il 
fattore b , comune a tutti i termini del resto suddetto , e lo 
moltiplico per 4, affine di render possibile la divisione del 
suo primo termine per quello del divisore. Ho allora per di- 
videndo la quantità 

i 2 a 1 -j- 4 aò— 16 £* , 
e per divisore la quantità 

4 a* — ; 
il quoziente parziale è 3. 

Moltiplicando il divisore pel quoziente , e togliendo il pro- 
dotto dal dividendo , abbiamo per resto 
1903— 190»; 

e la questione è ridotta a cercare il massimo comun divisore 
tra questa quantità , e 

4 «’ — 5 oi-f-A’. 

Ma la lettera a , per rapporto alla quale si fa la divisione , 
non essendo più nel resto che al primo grado } mentre .che 
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essa è al secondo nel divisore , quest’ ultimo è quello , che bi- 
sogna prendere per dividendo , e del resto dobbiamo farne il 
divisore. 

i’rima di comiuciar questa nuova divisione sopprimo nel di- 
visore ig ab — >()/>' il fattore i <jb comune a tutti i suoi termi- 
ni , e che non è l'attore del dividendo } ho dunque per divi- 
dendo la quantità 

4 a*— -5ab-\-b 7 

e per divisore 

a — b. 

La divisione si opera esattamente , dunque a — b è il massimo 
comun divisore richiesto. 

£ risalendo dall’ ultima divisione fino alla prima , si dimo- 
strerebbe a posteriori che la quantità a — b deve dividete esat- 
tamente le due quantità proposte , e che essa deb b’ essere la 
più composta di quelle , che possati dividerle j e dividendo 
per a — b le due quantità proposte , 

3a 3 — 3a 7 b-\-ab‘ — b i , 4 a 7 b—-3ab 7 -\-b^ , 

esse si decompongono nel modo , che segue : 

(3a J -4-J , )(a — b) , ( 4 oA — b 7 )(a — b ). 

4g. Allorché la quantità , che si prende per divisore , con- 
tiene più termini , ove la lettera , per rapporto alla quale si 
è ordinato , si trova al medesimo grado , vi è un’ avvertenia 
da farsi , senza la quale 1’ operazione non si terminerebbe. Eli- 
cone un esempio. 

Sieno le quaulità 

a‘‘b-\-ac‘‘ — d { , ab — ac-\-d 7 ; 

se si prepara l’operazione , come per una divisione ordinaria, 


a 7 b-\-ac 7 — d ì 

ab — 

— a 7 b-\-u 7 c — ad 7 

a 


resto a’c-j-ac 1 — ad 7 — ri 5 , 

dividendo primieramente a 7 b per ab , si trova a per quozien- 
te ; moltiplicando il divisore per questo quoziente, e toglien- 
done i prodotti dal dividendo , il resto conterrà un nuovo ter- 
mine , ove a sarà al secondo grado , cioè a 7 c proveniente dal 
prodotto di — ac per a. L’operazione non avrà fatto in que- 
sta maniera nessun progresso 5 poiché , preudendo il resto 
«’c+ac 1 — ad ’ — d i per dividendo , e moltiplicandolo per b , 
affine di render possibile la divisione per ab , si avrà 

a 7 bc-^-abc 7 — abd 7 — bd ì | ab~-ac-\-d 7 

— a'bc-\-a 7 c‘ — acd 7 I ■ " 

[ ac 

resto a‘c 7 -\-abc 7 — acd 7 — abd 7 — bd* j 
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ed il termine-— ac riprodurrà ancora un termine a*c* , ove (f 

sarà al secondo grado. 

Per evitar quest’inconveniente, bisogna osservare che il di- 
visore ab — ac-\-d‘—a(b — c)- \-d’ 5 riunendo i termini ab— ac 
in up solo, se si faccia per abbreviare i calcoli , b — c=m, 
avremo per divisore am-\-d’ ; ma allora bisognerà moltipli- 
care tutto il dividendo a’b-^-ac’ — d l pel fattore ni , all' effet- 
to di avere un nuovo dividendo , il cui primo termine sia di- 
visibile per la quantità am , che iorina il primo termine del 
divisore : l’ operazione diventerà 


a’bm-\-uc’rn — rfV/i ] 

am-\-d ’ 

— a’bm — abd’ 

nò-j-c* 


1 .® resto — abd’-^-ac'm — <Pm 

— ac’m — c’d' 

a.° resto — abd* — c’d' — d ì m. 


Questa volta i termini affetti da a ' son tolti dal dividendo , 
e non restan altro che i termini affetti dalla prima potenza di 
p. Per farli sparire , divideremo primieramente il termine ac'm 
per am , ed avremo per quoziente c’ ; moltiplicando il diviso- 
re pel quoziente , e togliendo i prodotti dal dividendo , si avrà 
il 3.° resto: prendendo questo 3,° resto per un nuovo divi- 
dendo , vi sopprimeremo il fattore d ’ , che non è fattor del 
divisore ; otterremo così 

— ab — c * — dm , 

che moltiplicheremo di nuovo per m , e conseguiremo 


— abm — c*m — dm 
— n b m b d* 


am+d 1 

— , b 


resto -\-bd‘ — c'ni — dm'. 

Il resto bd ’ — c’m — dm » di questa ultima divisione non con- 
tenendo più a , ne segue che , se esiste tra le due quantità 

J iroposte un divisore comune , questo è indipendente dalla led- 
erà a. 

Arrivati a tal punto non si può più continuare la divisio- 
ne per rapporto alla lettera a j ma osserveremo che , se vera- 
mente esista un comun divisore indipendente da a tra le quan- 
tità bd’ — c’m — dm’ , ed am-\-d’ , bisogna ch’esso divida sepa- 
ratamente le due parti am , e d ’ del divisore ; poiché , in ge- 
nerale , se una quantità è ordinata per rapporto alle potenze 
della lettera a , ogni divisore di questa quantità , indipendente 
*la a , deve dividere separatamente le quantità , che moltiflir 
pano le diverse potenze di questa lettera. 
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' Per convincersene', serve far attenzione che , in questo ca- 
so ciascuua delle quantità proposte debb’ essere il prodotto di 
una quantità indipendente da a , pel divisore comune , che ne 
indipendente. Ora , se si abbia , per esempio , 1’ espressione 

Aat+Ba'+Ca'-Ì- Da+E , 

nella quale le lettere A , B , C ,D ,E indicano de le quan- 
tità qualunque indipendenti da a , e che si moltiplichi la me- 
desima per una quantità M , auch’ essa iudipendeule da o , il 


prò otto MA t,+MBa' i J r MCd'-\-MDa+ME , 
ordinalo per rapporto ad <i , conterrà pure le stesse potenze 
di a y come per 1* avanti ^ ma ii coellicieute di ciascuua di 
queste potenze sarà uu multiplice di M- ^ * 

Ciò posto , se si rimetta per ni la quantità b — c , che quella 
lettera rappresenta , avremo le quantità 


bd‘—cHf>—c) — d(b — c)’ , 


ora , c patente che b — c , e d' non hanno alcun Datore co- 
mune; dunque neppure le due quantità proposte hauno divi- 
sore comune. , 

Se nou si fosse potuto conoscere dalla sola ispezione che 
non esisteva divisor comune tra b—~c , e d' , sarebbe stato ne- 
cessario cercare il loro massimo cornuti divisore , ordinandole 
per rapporto a una medesima lettera , ed assicurarsi in segui- 
lo se questo divisore potesse dividere ancora la quantità. 

bd'—c'(b—c)—d(b—cY . 

5o. Iu vece di rimandare alla fiu della operazione la ricer- 
ca del massimo comuu divisore indipendeule dalla lettera , per 
rapporto alla quale si sono ordiuate le due quantità , è più 
comodo di cercarlo iu principio ; peichè , il più. sovente , i 
resti provenienti da ciascuna operazione si complicano a mi- 
sura che si progredisce , ed il calcolo diviene di più iu più 
laborioso. 

Steno per esempio , le quantità 

a !, b 2 -\-a?b i A[^b r, c'—~a'*<'■ , — a^bc’—b'c* $ 

a'b-frab'-^-b 1 — n‘c — abe — b‘c ; 

dopo di averle ordinate rispetto alla lettera a , il che darà 

(i* — — ic’Ja’-f-òic’ — , 

- (6 — c)fl’-f-(ò’ — òc)a-J-A’ — b’c , 

osservo primieramente che se esse hanno un divisore comune j 
che sia indipendente «la a , bisogna che questo divida in par- 

•* \ . " 
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ficoFare ciascuna delie quantità , che moltiplicano le diverse 
potente di a (4g) , come pure le quantità t>*c' — b'c'* , e A 3 — » 
b*c , che non contengono quella lettera. 

Il problema dunque è ridotto a trovare i divisori comuni 
delle due quantità A’— c* , e A— c , ed a verificare in segui- 
to se tra questi divisori ve uè sien alcuni , che possau dividere 
9 un tempo 

A 3 — be' e b'—bc , b*c'—l'c< e A 3 — b'c. 

Dividendo £■> — c* per b — c , si trova un quoziente esatto A-f-C£ 
b — c è dunque divisore comune delle quantità b % — c* , e b — c* 
«he patentemente non possono averne altri ; poiché la quanti- 
tir b — c non è .divisibile che per se stessa , e per 1’ unità. Bi- 
sogna dunque accertarsi se A— -c divida le altre quantità ripor- 
tate qui sopra , ovvero , se divida nel medesimo tempo le dito 
quantità proposte ; ciò ditatto succede , e si ottiene 

(A-f c )a4-fr(ò*-f bc)a 3 +b 3 c>+btc 3 , 

«*-}-Aa-{*A*. 

Per ridurre quest’ ultime espressioni al maggior grado pos- 
sibile di semplicità , fa di mestieri provare se la prima sia di- 
visibile per b-\-c ; questa divisione essendo tentata riesce , a 
non si deve far altro se non che cercare il comun divisore di 
queste quantità semplicissime 

A*c» , 
a*-f-Aa-|-A*. 

Ed operando sopra queste ultime quantità come lo prescri- 
ve la regola , si arriva , dopo la seconda divisione , ad un 
resto , che contiene la lettera a alzata solamente alla prima 
potenza , e siccome questo resto non é il comuu divisore , con- 
cludiamo che la lettera a non là parte del comun divisore cer- 
cato , il quale non è composto , per conseguenza , che del solo 
iatture A— re. 

Se , oltre a questo comun divisore , se ne fosse trovato un 
altro , nel quale fosse contenuta la quantità a , sarebbe biso- 
gnato moltiplicare questi due divisori 1’ uno per 1’ altro , affin 
di ottenere il massimo comun divisore cercato. 

Queste osservazioni saranno bastanti , allorché avremo ac- 
quistato qualche poco di abituazione nelle Analisi , per arriva- 
re , in tutu' i casi, al massimo comuu divisore j e troveremo, 
Jfacilmente che le quantità 

6a s -J-i5a^A — ^n 3 c' — *ioa*Ac* j 
ga 3 A — >aja*Ac — 6aAc’-|-i8Ac 3 

hanno per massimo comune divisore la quantità 3a*— ac\ 


« 
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Si. Le qualtro operazioni fondamentali , e vale a dire, 
l’addizione , la sottrazione, la moltiplicazione, eia divisione, 
s’ aff'eiiuano sopra le frazioni algebriche come sulle frazioni 
aritmetiche osservando solamente di seguire , nelle operazio- 
ni prescritte dalle regole dell’ Aritmetica , i metodi accennati 
qui sopra a riguardo delle quantità algebriche. Io mi limiterò 
dunque a richiamare adesso alla mente queste regole , dando 
un esempio dell* applicazion di ciascuna. 

La somma delle frazioni 

a b c 

1 ? ~d\ ~d 

che hanno il medesimo denominatore 9 ovvero 

( Aritm .65). 

d ^ d d v J 

La differenza delle frazioni 



che hanno il medesimo denominatore , ovvero 
a b a — b 

~d "" ~d ~~ ~d~" 


b „ 

L’ intero a unito alla frazione — , ovvero 1 espressione 

b ac , b ac-\-b ... 

a 4 =, H — = — (■dritrn.GJ). 

' C C c C 

Parimente 1' espressione 

b ac b ac — b 

° c ~~ c a c 

Reciprocamente 

ac~\-b ac b . b 

V espressione — - — sa — ~r — — 0 "T ~ 5 


e 

bc—b 


1' espressione Ariim ‘ 66 ) ; 

1 c C C 0 ■ . 


52. Le frazioni — , — , essendo ridotte al medesimo deno - 
b d 

minatore , divengono respetlivamenle 
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ad bc 

Td ’ Td 


( Arit . 68 ). 


Quando le frazioni proposte sono eguali , si ha aJ—bc , divi- 
dendo allora i due membri per cd e chiamando q il quozien- 
te , viene 

ad a bc b 

7d == T~ t,ì ^ = ^ = 7, dal che a=zcq b=zd<] 

quindi , i due termini di una delle frazioni non sono elio 
quelli dell’altra moltiplicati per un fattore comune. 

Le frazioni 

a c e g 

b' d' f ’ h 1 

per la medesima riduzione , diventano respettivamenle 
adfh cbfh ebdh gbdf 

Wh'w^wrm {Anlm - 69) - 

Ho dato nel num. 69 . dell’ Ariinetica un metodo per ar- 
rivare in certi casi ad un denominatore più semplice di quel- 
lo che resulta dalla regola generale; i simboli algebrici ne fa- 
cilitano molto l’applicazione , come adesso vedremo. 

' * 

Per esempio , se si hanno le due frazioni — , — , è facile 
* „ bc bj 

l’osservare che i due denominatori sarebbero gli stessi se f 
fosse fattore del primo , e c fattor del secondo: moltiplichere- 
mo dunque i due termini della prima frazione per /, e i due 

termini della seconda per c , il che darà le frazioni — , e 

bef ’ 

dbf bed 

di — — , e — — , che s avrebbero molti- 
bbcf bbcf 

plica ndo pei denominatori primitivi. 

Generalmente si riuniscono in un solo prodotto , per com- 
porre il denominatore comune , lutti i fattori differenti in al- 
zati alla più alta potenza cK essi hanno nei denominatori 
delle frazioni proposte ; c non resi altro che a moltiplicare il 
numeratole di ciascuna frazione, pei fattori di questo prodot- 
to i quali mancano nel denominatore della fruì ione . 


cd 

—j . , piu semplici 
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ode 

Avendo , per esempio , le frazioni — , for1 » 0 >1 

b'c hf cg 

prodotto b'cfg , moltiplico il numeratore della prima frazione 
per fg ( quello della seconda per bcg , quello della terza per 
£ V\ ed ottengo a j- g bcdg b * e f 

b'cfg ’ b'cfg b'cfg 
53. Per la moltiplicazione , abbiamo 
a ac 

X c == — ( mirtini' 53. ), 

b b 


a c ac 

— X — = — ( Aritm. 76 ), 
b d bd 


Per la divisione , 

a « « » 

— da dividersi per c , somministra — , ovvero X — 

b bc b c 

{Aritm. 54.76); c a d ad 

_ da dividersi per • — , somministra — X ——{Aritm- 80); 
l d b c bc 

I termini delle frazioni precedenti erano monomi ; ma se 
s’ avessero delle frazioni , i cui termini fossero polinomi , al- 
tro non dovrebbesi fare fuorché eseguire , col mezzo delle re- 
gole date per le quantità complesse, le operazioni mdtcate stu- 
pra i monomi ; ed è perciò che avremo. 
r a-b _ {a'+b'){a-b) 

c+d *c—d {c+d)(c—d) 

ò 3 * 


c' — d ' 


Il quoziente della frazione 
H a’+ò* 

divisa per , 

c-i-d c—d 

a'+b' c _d — d) 

c-\-d *r—b (c+£Ì)(o b) 

a>c-\-b 1 c — a'd — b'd 

ac-\-ad — bc—bd 
e cosi delle altre operazioni. 
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54- Allorché ben si possegga tulio ciò , che precede , pos- 
si a in risolvere un’equazione di primo grado , per quanto com- 
plicata essa sia. 

Se s’ avesse , per esempio , l’ equazione 

(o-f-ò) (x — c) ac 

J- l\b~ix , 

a. h 

comincerebbesi dal fare sparire i denominatori , indicandone 
solamente le operazioni ; verrebbe allora 

(a-j-ò) (r — c) (3a-j-ò)-J-4ò(a — 6)(3a-(-à) 

— b) (3a-{-4)— ac (a — b) ; 

poi , effettuando le moltiplicazioni , si troverebbe 

Za 7 x-\-^abx -j ~l>'x — 3a’c — \abc — b'c 
-f- 1 a a'b — Sai 1 — 4i 3 = 

/ 6a 7 x — \abx — ih 7 x — a’c-f-aic ; 

trasportando in un solo memhro lutti i termini affetti da i , 
si otterrebbe 

— 3a’x-f-8a£.i;-f-3£*;r 
—znV-f-Saic-f-i’c — l2a*i-{-8ai , -4-4^ , > 

donde concluderebbesi finalmente 

ao*c-f-5aic-j-i*c — 1 2a 5 i-j-8ai' 1 -|-4i 5 

: 

—Za^Kab+Zb' 


Dei problemi a due incognite , e delle quantità negative. 

55. Nei problemi risoluti precedentemente non abbiarn fat- 
to entrare che una incognita sola, per mezzo della quale ab- 
biamo espresso con le quantità cognite tutte le condizioni del 

f robleina. E spesso più comodo , per alcuni di questi pro- 
lemi , d’ impiegare due incognite ; ma allora bisogna che sab- 
biano , esplicitamente o implicitamente , due condizioni condu- 
centi a formar due equazioni , senza delle quali non si potreb- 
bero a un tempo determinar le due incognite. 

11 problema del num. 3. , sopratutto nel modo eh’ è sta- 
to enunciato nel num. 4- , si presenta naturalmente con due 
incognite, cioè l’uno, e l’altro de’ numeri cercali, la fatti , 
se s’indicano 

il più piccolo con x , 

il più grande con y , 

la loro somma con a , 
la lor differenza con b , 
avremo , per Y enuncialo del problema , 

*+/=«> 

y — x~lu 
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Ciascuna di qneste due equazioni , considerala , Sola non 
può assolutamente determinare nessuna delle incognite. Se dalla 
secondo , per esempio , si ricava il valore di y , essa dark 
y~b-\-x , 

valore che a cotpo d’occhio sembra nulla mostrarci di ciò 
che si cerca , poiché contiene la quantità x la quale non è 
data ; ma se in luogo dell’ incognita y si pone nella prima 
equazione questo suo valore , questa equazione non contenendo 
più allora che la sola incognita x , ne darà il valore coi me- 
todi già insegnati. 

Avremo diluito , per mezzo di questa sostituzione , 
x-\-b-\-r=za , 
oppure 2 x-j -b=a , 

a — b 

o finalmente ■> — 

2 

e ponpndo questo valore di x in quello di j-, eh’ è b- f-x , 
otterremo 

a — b u-J- b 

y — b-\-xz=b-\ 2 = , 

2 2 

avremo dunque , pei due numeri incogniti , le medesime espres- 
sioni che nel num. 3. 

E agevol vedere dilani che la soluzione qui sopra non dif- 
ferisce punto , circa alla sostanza , da quella del num. 3. ; 
ho solamente impostala , e risoluta la seconda equazione y — • 
x~b , eh’ io m’ era contentato sol d’ enunciare col linguaggio 
ordinario nel n.° precitato e da cui n’ aveva concluso , senza 
calcolo algebrico , che il numero maggiore era x-\-b. 

56. Sia proposto anche questo Problema. 

Un Operaio lavorando presso un particolare per 12 giorni , 
ed avendo seco lui pei y primi giorni sua moglie col figlio , 
ha ricevuto y/f lire \ ha lavorato in seguilo , presso il medesi- 
mo particolare , altri 8 giorni , per 5 de' quali aveva seco la 
moglie col figlio , ed ha ricevuto per questo tempo 5 o lire. Si 
domanda quanto guadagnava al giorno per la sua parte , e 
quanto guadagnavano insieme nel medesimo tempo sua mo- 
glie , e suo figlio. 

Sia x il guadagno giornaliero del. marito } 
y quello della moglie , e del figlio ; 

12 giorni di lavoro del marito produrranno 12 X, 

7 giorni della moglie col figlio daranno yy f 
avremo dunque , per la prima condizione del Problema . 

1 ax-\-yy=zy^ ; 

8 giorni di lavoro del marito produrranno 8x , 

5 giorni della moglie col figlio daranno 5 y } 
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avremo dunque , per la seconda condizione elei Problema ^ 
8x-f-5y=5o. 

E ragionando qui nella slessa maniera come nel precedente 
problema , prenderanno il valore di y dalla prima equazione, 
ed avremo 

74“ 'H* 

y= ; 

7 

si porrà questo valore nella seconda , moltiplicandolo per 5 
poiché vi è 5jf , verrà 

370 — 6 oar 

8 * + — =5o -, 

7 

equazione , la quale non contien altro che la sola incognita *» 
Risolvendola , avremo successivamente 

56 a>-|- 370 — 6ox=35o $ ' 

370 — 4 a, =350, • 

passando — 4 * nel secoudo membro , e' 35o nel primo ,• Ot- 
terremo 

370—350 = !\x 
10 — f\£ 

20 

7~ x 

5~x. 

Conoscendo se , die abbiamo trovato eguale a 5 , se si porre 
questo valore nella formula , 

j4 — iix 
jr= , 

7 

il secondo membro diverrà cognito ; e si avrà 
74—12X5 74—60 14 

t d ^ 7 7 7 

laonde 2 . 

Il marito dunque guadagnava 5 lire al giorno , laddové- 
chè la moglie col figlio non ne guadagnavano che a. 

57 . Il Lettore avrà potuto osservare che , risolvendo quv 
sopra l’ equazione 370 — 4a=35o , ho fatto passare l\x nel se- 
condo membro: io ho operato in questo modo affin d’evitare 
non piceola difficoltà , che avrebbe avuto luogo senza di que- 
sto , e della quale ne do adesso lo schiarimento. 

Lasciando !\x nel primo membro , e passando 370 nel se- 
condo , avrebbesi 

— 4*=35o— 370 } 
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e riduccndo il secondo membro , a forma della regola del n.'ig, 
ne sarebbe resultato 

— fa— —20. 

Ma poiché abbiamo evitato nel num.° precedente il segno—, 
dal quale era affetta la quantità 4 x , passandola nell’ altro mem- 
bro ; che parimente la quantità 35 o — 370 c divenuta 370 — 
35 o cangiando membro ; e finalmente poiché una quantità 
passando da un membro nell’altro cangia di segno ( to ) , 
e evidente che possiamo arrivare ai medesimi resultali cangian- 
do immediatamente il segno delle quantità — tyc , e -J- 35 o — < 
370 , il che darà t 

35o-{-37o , 

ovvero - ^xz=z 3 qo — 35 o j 

equazione , eh' è la stessa cosa di 

370 — 35 o= 4 x> 

Si può ancora non eseguire il cangiamento del segno fuorché 
sull’ultimo resultato 


— 4-r— — 2oj 

e viene allora , come qui sopra , 

4x=2o. 

Segue da ciò che si potranno trasportare indifferentemente da 
un membro in un altro tutte le quantità affette dalC incognita ; 
5’ osserverà solamente di cangiar nel medesimo tempo i segni 
nei due membri deW ultimo resultalo , allorché V incognita sarà 
affetta dal segno — . 

58 . Prima d’ intraprendere , per mezzo delle lettere , la ri* 
soluzione generale del Problema del num.® 56 , esaminerò an- 
cora un caso particolare. Suppongo che la prima somma rice- 
vuta dall’ Operaio sia di 46 lire , e la seconda di 3 o lire , 
le altre circostanze restando d’altronde le stesse ; 1 ’ equazioni 
del problema saranno 


La prima dà 


12* -f 7^ = 46 , 
8at -j- by 3 o. 

46 — 12* 


y=z 5 

7 

moltiplicando questo valore per 5 , onde metterne il resultala 
in luogo di 5 y nella seconda , avremo 
a 3 o — 6 ox 

&r -j = 3 o; 

facendo sparire i denominatori , otterremo 
56 x -(- 23 o — 6031 = 210, 
ovvero 56 j- — 60* — aio — a 3 o , 

oppure — 4 31 = — 20 ,• 
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• cangiando 5 ^ “ c * “^emo "finalmeute , 
del iiurn. 0 precederne , uo £^ 0 ? - 

*0 

x — — =s5. 

u ,t * * * ” 

valore 5 , verrà 46_6o 

y—^ — 1 

e riducendo il numeratore deWidore di y , avremo 


d*due E membri %-ndo ro»erva«o*« 


Ma Come dobbiamo noiint^reiare a^esro b enQ 

quale è aflelta la quantità > so1 ^ 4 lita separate dal se- 

ciò , che vuol d ire I’: msteme ^d. , tej «J min0 P re di quella , 
„ no — allorché la quantità cosa possiamo noi 

dalla quale si deve sottrarre | » punita ad alcun’ altra 
togliere una quantità , la quale hiarir questa specie 

nel membro, dov’essa si irova ?Per isctimr ^ 4 _ ^ ^ 

di paradosso , il miglior ^ eM ° h > C r j mono le’ condizioni del 
risalire alle stesse equazioni , c P cnuuc iato , com- 

r ^ ^ aiia 

presente difficolta. 

Biproododooqueleq»^^ 

JlOIIgO » lOOgO di « « "‘‘"V ‘ 

1, S oi. !**« di 

dill. Info... »» « P"“ ,b,1C 6 'rSVi”Sr.o>P«S 46 
do qualche cosa al numero 6o , che solo g 

Prendo pure la seconda equazione 
8sr-|-5j=oo , 

e ponendovi 5 in iuog 0 

cosa al numero 4°* R ii. nr : m . equazione * 

iSS?» co. 
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figlio , mentre che ì numeri 46 , e 3o rappresentano la somma, 
data pel salario cumulato di queste tre persone : dobbiam ve- 
der bene adesso in che cosa consiste l’assurdità. 

A seconda dell’ enunciato l’ Operaio guadagnerebbe più da 
se solo di quel che non faccia aiutalo dalla moglie , e dal fi- 
glio \ è dunque impossibile di considerare il danaro attribuito 
al lavoro della moglie , e del figlio come un aumento al sa- 
lario di quest’ Operaio. 

Ma se , invece di prendere il denaro attribuito alla moglie t 
ed al figlio come un guadagno , noi lo riguardiamo come una 
spesa fatta per essi a carico dell’Operaio , allora bisognerebbe 
togliere questo denaro da quello , che il marito avrebbe gua- 
dagnato egli solo , e non vi sarebbe più contradizione nessuna 
nelle equazioni , poiché diverrebbero 

fio — ny—fò > 

4o—-5y=3o. 


Si ricaverebbe tanto dall’ una come dall’ altra j 

e si concluderebbe da ciò c^ie 1’ Operaio guadagna 5 lire per 
giorno , e che la sua moglie «ol suo figlio gli cagionano una 
spesa di due lire per giorno j il che possiamo d’altronde veri» 
ficare nel modo seguente. 

Per ta giorni di lavoro l’Operaio guadagna 
51- X >2 , ovvero 6 ol. ; 
la spesa della moglie col figlio per 7 giorni è di 
al- X 7 j ovvero i4 1, * 
restano dunque all’ Operaio 46 lire. 

Per 8 giorni di lavoro 1’ Operaio guadagna 
51- X6 , ovvero 4° 1- S 

la spesa della moglie col figlio per 3 giorni è di 
al. X5 ; ovvero io*. 
restan^ dunque all’ Operaio 3o lire. 

E adesso ben chiaro che all’ enunciato del unni." 56 bi- 
sogna , perchè il Problema proposto sia possibile coi dati pre- 
cedenti , sostituire il seguente. 

Un Operaio lavorando presso un particolare per 1 2 gior- 
ni , avendo avuto seco lui nei primi 7 giorni sua moglie , 
e suo figlio ) che gli cagionavano una spesa j ha ricevuto 
/fò lire ; ha lavorato in seguilo altri d giorni j per 5 de quali 
aveva con lui sua moglie , e suo figliò , * quali gli ca- 
gionavano ancora la medesima spesa , ed ha ricevuto 3o lire- 
Si domanda quanto guadagnava per giorno , e quanto spen- 
deva nel medesimo tempo per sua moglie e suo figlio. 

Chiamando x il guadagno giornaliero dell’Operaio , e y 1* 
Algebra. 6 
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spesa per sua moglie con suo figlio , durante il medesimo 
tempo , 1’ equazioni del Problema saranno evidentemente 

j ix — 7 y = , 

8 * — 5y = 3o , 

le quali , essendo risolute come quelle del num.® 56 , daranno 

. *= 51 - iy= lL 

5g. In tulli i casi , ove troveremo pel valore dell’incogni- 
ta un numero affetto dal segno — , potremo rettificar l’enun- 
ciato del Problema in una maniera analoga alla precedente , 
esaminando con accuratezza qual sia la quantità , che d' au- 
ditiva che eli’ era nel primo enunciato, deve divenir sottrattivi 
nel secondo : ma 1’ Algebra dispensa da qualunque ricerca a 
questo riguardo allorché sappiamo operare convenevolmente 
sopra l’ espressioni affette dal segno — ; imperocché queste 
espressioni essendo dedotte dall’ equazioni del Problema , deb- 
bono sodisfare, a queste equazioni } e vale à dire , che sotto- 
ponendole alle operazioni indicate nell’ equazioni , dobbiam 
trovare pel primo membro un valore eguale a quello del se- 

— 14 

condo. Cosi , V espressione , ricavata dalle equazioni 

7 

iia:-f- 7 y = 46 , 

8*-j-5y = 3o , 

deve , unitamente al valore a=5 , dedotto dalle equazioni me- 
desime , verificarle ambedue. 

La sostituzione del valore di * dà primieramente 

60 + 7 / = 4 6 > 

4o-f5y = 3o * 

-14 

Resta da fare la sottrazione di in luogo di y ) e per que* 

7 

sto fa di mestieri moltiplicare quest’ espressione per 7 , e per 
5 , avendo riguardo al segno — , da cui la medesima è affetta. 

Se si applica la regola de’ segui , data nel numero 4 a per 
a divisione , avremo 



poi , per la regola de’ segni relativa alla moltiplicazione , ot- 
terremo 

7 X — 1 = — «4. 

5 X — a = — io. 


Digitized by Google 



1)' ALGEBRA 


g 7 


Le equazioni 

6o-f-7y = 4^ i e 4°+% — 3o , 

divenendo respeuivamente 

60 — j 4—46 , e 4<> — io=3o , 
saranno verificate , non per altro sommando le due parti del 
primo membro , ma togliendone la seconda dalla prima , co- 
me abbiam fatto qni sopra , dietro alla considerazione della 
forma di queste equazioni. 

6 o. I dati del Problema del num.° 58. non hanno per- 
messo di risolverlo nel senso del primo enunciato , e vale a 
dire per addizione , ossia riguardando come un guadagno il 
denaro attribuito alla presenza della moglie, e del figlio del- 
l’Operaio ; il secondo enunciato non converrebbe niente di 
più ài dati del Problema del num.° 56. 

Se , in questo caso , si volesse considerare y con* esprimen- 
te uria spesa , P equazioni 

12*— -7^ = 74 i 
8 * — Sy — 5o , 

die si avrebbero allora , darebbero 


-.4 

*= 5 1 p y = i 

7 , , 

e la sostituzione del valore di x cangerebbe primieramente qui* 
ste equazioni in 

fio — 7 >- = 74 , 

4o — 5y — 5o. 

L’assurdità di questi resultali è precisamente contraria a quel- 
la dei resultati del unni . 0 58 , poiché si tratta adesso d'ar- 
rivare a de’ resti maggiori dei numeri 6o , e 4 *> > dai q l,a l* si 
tolgono le quantità r jj , e 5 y. 

Non solamente il segno — , dal quale è affetta l’espressio- 
ne di y , indica un’ assurdità , ma la rettifica ancora ; poich&j 
seguendo la regola dei segni , 


-» 4 _ 

'7 ’ 

- 7 X -i ==+ i4 i 

— 5 x - 2 = 4 - » «• 

Per questo mezzo 1 ’ equazioni 

60—7 y = 74 , 4 °- 5 y= 5 » 

divenendo 

60-4-14 = 74 , 4 o+to= 5 <», * 


l 
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si verificano per addizione ; ed in conseguenza le quantità 
— jy, e — 5 y , trasformate in + >4, + >o, in vece di espri- 
mere delle spese a carico dell’ Operaio , son riguardate come 
un guadagno pel medesimo : si ricade dunque , anco in que- 
sto caso , sopra il vero enunciato del Problema. 

61. S'apprende dagli esempi precedenti che si posson tro- 
vare negli enunciati de Problemi del primo grado certe contra- 
dinoni , che /’ Algebra fa non solamente conoscere , ma di cui 
indica ancora la rettificazione , rendendo sottraltive certe quan- 
tità i che s' erano riguardate come additive , ovvero additivo 
certe quantità , che si erano riguardate come sottraltive , op- 
pure dando per le incognite dei valori affetti dal segno — 

Ecco ciò che bisogna intendere allorché diciamo comune- 
mente che i valori affetti dal segno —, e che si chiamano so- 
luzioni negative , risolvono in un senso opposto al suo enuncia- 
to il problema , ove esse s’ iucontrano. 

Segue da ciò che , a parlar propriamente , possiam riguar- 
dare come uon formanti che un sol Problema quelli , i cui enun. 
ciati son collegati tra loro in modo che le soluzioni , le quali 
sodisfanno ad uno de’ suoi enunciali , posson , per mezzo d'un 
semplice cangiamento di segno, soddisfare anco all’altro. 

6a. Poiché le quantità negative risolvono , in un certo 
senso i Problemi , ai quali danno origine , è a proposito di 
esaminare più da vicino 1’ uso di queste quantità , e primiera- 
mente d’ assicurarsi della maniera , colla quale conviene effet- 
tuare le operazioni su esse indicale. 

Abbiamo di sopra fatt’ uso delle regole de’ segni precedente- 
mente trovale per ciascuna dell’ operazioni fondamentali ,• ma 
queste regole non sono state punto dimostrate sopra quantità 
isolate. Per la sottrazione , a causa d’ esempio , abbiamo sup- 
posto che bisognava toglier da a l’espressione b—c ì nella quale 
la quantità negativa _c era preceduta da una quantità posi- 
tiva b (ao). Si ridurrebbe anche b— c a — c , facendo b— o $ 
il che cangerebbe il resultato in a-f-c ; ma il ragionamento 
fatto nel luogo citato sopponendo l’esistenza della quantità b ^ 
non sembra che comprenda questo caso ; e siccome la teoria 
delle quantità negative è ad un tempo stesso una delle più im- 
portanti , e delle più spinose dell’ Algebra , torna a proposi- 
lo d’ appoggiarla sopra salde basi. Per arrivare a tal nne , 
bisogna risalire all' Origine delle quantità negative. 

La maggior sottrazione , che si possa eseguire sopra una 
quantità , è quella di toglierla dalla quantità , medesima ; ed 
iu questo caso abbiamo zero per retto , così a— a—o. Ma al- 
lorché la quantità da togliersi sorpassa quella , dalla quale 
bisogna toglierla , non »i può più effettuare interamente la sot- 
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frazione ; altro non sì fa che eseguire nella quantità da sot- 
trarsi una diminuzione eguale alla quantità , dalla quale essa 
dovrebbe esser sottratta. Allorché da 3 , per esempio , bisogna 
togliere 5 , ovvero allorché si ha la quantità 3—5 , toglien- 
do primieramente 3 da 5 , si decompone il 5 in due parti 3 
e 3 , la cui sottrazione successiva ridurrebbesi a quella di 5 , 
e perciò in luogo di 3 — 5 si ha l’espressione equivalente 
3 — 3 — 2 , la quale riducesi a — a. 11 segno — , che precede 
il a , dimostra che vi è bisogno di questa quantità affinché la 
sottrazione possa interamente effettuarsi ; di maniera che se si 
fosse aggiunto a alla prima delle quantità , si sarebbe olteuu - 
to 3+2—5 , ovvero zero. Si esprime dunque , per mezzo dei 
segni algebrici , l’idea , che dobbiamo annettere alla quantità 
negativa — a formando l’equazione a — a~o , ovvero riguar- 
dando i simboli a — a, b — b, ec. come equivalenti a zero. 

Ciò posto, si concepisce che, se si unisca alla [quantità 
qualunque a il simbolo b — b , che in sostanza non è che ze- 
ro , non si cangerà punto il valore di questa quantità , e eh» 
in conseguenza l’espressione a-\-b — b nou è che un’ altra ma- 
niera di scrivere la quantità a ; il che è d altronde evidente} 
poiché i termini +ò e — b si distruggono. 

Ma avendo , per questo cangiamento di forma, fatto en- 
trare nella composizione di a le quantità +ò , e — b , si fa 
chiaro che , per sottrarre una qualunque di queste quantità , 
serve lo scancellarla. Se sarà -} -b , che si voglia sottrarre da 
a , la cancelleremo , e resterà a — b ; il che 6i accorda colla 
convenzione stabilita nel n.° 2 : se, al contrario , si vuol sot- 
trarre — b , cancelleremo quest’ ultima quantità , e resterà a+ò 
come si concluderebbe dal n." 20 . 

A riguardo della moltiplicazione , si osserverà che il prò 1 - 
dotto di a — a per -\-b dev’essere ab — ab , perchè il moltipli- 
cando essendo eguale a zero , il prodotto deve pure essere ze- 
ro ; ed il primo termine essendo +a£» , il secondo deve neces- 
sariamente essere — ab , affin di distruggere questo primo. 

Gonchiuderemo da ciò che — a ^moltiplicato per -\-b dee 
dare — ab. 

E moltiplicando a per b — b , avremo pure ab — ab , per- 
chè il moltiplicatore essendo eguale a zero , il prodotto sara 
parimente eguale a zero , e bisognerà in conseguenza che il 
secondo termine sia — ab per distruggere il primo + ab. 

Dunque + a moltiplicato per — b dee dare — ab. 

In ultimo , se si moltiplica — a per b — b , il primo ter- 
mine del prodotto essendo , secondo ciò che precede , ab ,, 
bisognerà che il secondo termine sia + ab, poiché il prodot- 
to dev’ esser nullo nel medesimo tempo che il moltiplicatore. 
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Dunque — a moltiplicalo per — h deve daie-j-tìì. 

Ravvicinando questi resultali , se ne deducono le medesime 
regole che quelle del num. 3i. 

Il seguo il un quoziente , combinato con quello del diviso- 
re,- secondo le regole proprie alla moltiplicazione , dovendo 
riprodurre il segno del dividendo , si concluderà dal già det- 
to , che la regola de’ segni , data nel n.° 4» , conviene an- 
cora al caso presente , e che per conseguenza le quantità rna- 
nomie , allorché sono isolate , si combinano , per rapporto ai 
loro segni, come quando fanno parte dei polinomi. 

63. Dietro a queste osservazioni potremo sempre , allorché 
incontreremo de’ valori negativi , risalire al vero enunciato 
del problema risoluto , col cercare in qual maniera questi va- 
lori sodisfanno all’ equazioni del problema proposto ; questo 
è ciò, che verrà confermato dall'esempio seguente , il qual 
si porta a de’ numeri di specie differente da quelli considera- 
ti nel n.° 56. 

64- Due corrieri , per andare alt incontro f uno dclt altra, 
■partano nel medesimo tempo da due Città , la cui distonia ó 
data ; si sa quante miglia percorre ciascun de' corrieri in 
un' ora , e si domanda , a qual punto della strada , che uni - 
3ce le due Città , questi corrieri s' incontreranno. 

A fine di rendere più evidenti le circostanze del problema, 
lio posto qui basso una Figura , nella quale i punti indicati 
dalle lettere maiuscole A , e B rappresentano i luoghi di par- 
tenza dei due corrieri. 


A 


R 


B 


Esprimerò secondo il solito con lettere minuscole i dati , e 
le incognite del problema : 

a la distanza dei punti di partenza A , e B ; 
b il numero delle miglia, che percorre in un’ora 
il corriere partito dal punto A ; 
c il numero delle miglia , che percorre nello stesso tempo 
il corriere partito dal punto B. 

La lettera R essendo posta nel punto d’ incontro de’ due 
Corrieri , chiamerò 

x lo spazio AR percorso dal primo , 
y lo spazio BR percorso dal secondo ^ 
e siccome 


avrò l'equazione 


AR+BR=AB j 


Considerando in seguito che gli spazi x , ed y son percorsi 
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nel medesimo tempo , osservaremo che il primo corriere , il 
quale fa un numero b di miglia in un’ ora di tempo , per- 


correrà lo spazio x in un tempo espresso da — . 

O 

Parimente il secondo corriere , che percorre un numero e 
di miglia in un ora , percorrerà lo spazio y in un tempo espres- 

y 

so da — : avremo dunque 



L’ equazioni del problema saranno per conseguenza 

* 

b c 

E facendo sparire il denominatore b dalla seconda , avremo 



c 


ponendo questo valore di * nella prima equazione , essa di- 
venterà 

e ne concluderemo 


by rj = ac ) donde y z= 


ac 

b-^c 


Rimettendo il valore di y in quello di x , otterremo 
b ac ab c 

* = — X ri— » ovvero * — 1 tl l "n ( 53 ) 

c b-\-c c(o-j-c) v 4 

oppur finalmente 



Poiché non entra alcun seguo — nei valori di x , ed y, è 
evidente che per tutti i numeri , che si prendono per le lette- 
re a , b , c , si troveranno sempre per x , e per y due nu. 
•neri affetti dal segno -{- e che in conseguenza il problema 
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proposto sarà sempre risoluto nel senso preciso del suo enun- 
ciato, Infatti si concepisce facilmente che in tntti i casi, ove 
due corrieri vanno nel tempo stesso F uno contro dell'altro, 
essi debbono necessariamente incontrarsi, 

65. Suppongo adesso che i due corrieri vadano nel medesi- 
mo senso ; il corriere , cioè , che parte dal punto A , corra 
/dietro a quello , che parte dal punto B , il quale corre ver- 
so un punto C , posto al di là del punto B per rapporto al 
punto A. 

_ _ _ _ 

E evidente , che in questa ipotesi , 'il corriere partito dal 
punto A non può incontrare il corriere partito dal punto 2?, 
s’ egli non va con maggiore celerità di quest’ ultimo ; ed il pun- 
to d’ incontro R non è più tra A , e B , ma al di la di R 
per rapporto ad A. 

Conservando i medesimi dati che qui sopra , ed avvertendo 
(die allora 

AR-BR—AB , 

avrà 


. La seconda equazione 


- — Z 

b c 

non esprimendo che F eguaglianza dei tempi impiegati dai cor- 
rieri nel percorrere gli spati AR , e BR , non cangia punto. 

Le due equazioni qui sopra , essendo risolute come le pre- 
cedenti , danno 



h 


-r~ a , 


ty—cy=zac , 


« finalmente 




abe 

c(6— c) 
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Qui i valori di x , e di y non saran positivi eccetto che 
quando prenderemo b maggiore di c , e vale a dire , quando 
supporremo che il corriere partitosi dal punto A vada con co* 
lerità maggiore dell’ altro. 

Se , per esempio , facciamo 

&=io, c=5 , 

li ha 

ioa ioa 


x =- 




io — 5 


5 a 


5 a 




■rea 


io — 5 5 

dal che resulta che il punto d’ incontro R è lontano dal ponto 
A di due volle AB. 

Se in seguito supponiamo b minore di c ; che si faccia, per 
esempio , 

bz= 5, c— io , 

trovasi 

5 a 5 a 

5 — io — 5 


ioa 


ioa 


r~: 


• ss— 7 a. 


5— io — 5 

Questi valori essendo alletti dal segno — , fanno vedere che 
il problema non può più essere risoluto nel senso del suo 
enunciato : ed infatti è assurdo il supporre , che il corriere 
partito dal punto A , non percorrendo che cinque miglia per 
ora , possa mai arrivare il, corriere partito dal punto B , il 
quale percorre io miglia parimente per ora , e eh’ è avanti 
al primo. 

66. Frattanto questi medesimi valori risolvono il problema 
in un certo senso ; poiché sostituendoli nell’ equazioni 


b c ’ 

abbiamo per le regole de’ segni 

— a -f-2a=a , 
a 2 a 

5 io 
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Queste due equazioni son sodisfatte, poiché effettuando le riduzio- 
ni , che si presentano , il primo membro diviene eguale al secon- 
do : e se facciamo attenzione ai segni de’ termini , che com- 
pongono la prima , vedrepio come bisogni modificare l’enun- 
cialo del problema per toglierne l’assurdità. 

Difètto è lo spazio a corrispondente a x , e percorso dal 
primo corriere , che veramente vien sottratto dallo spazio 2 a 
corrispondente a y, e percorso dal secondo corriere ; ciò è 
dunque come se si fosse cangiato y in x , e a? in jr , e si fosse 
supposto che il corriere partitosi dal punto B andasse dietro 
dell’ altro. 

Questo cangiamento nell’ enunciato ne produce imo nella 
direzione del corso de due oorrieri ; essi non corrono altrimen- 
ti verso il punto C , ma dal lato opposto verso il punto C*. 
come lo mostra la seguente figura 



ed il loro incontro si fa in R'. Resulta da ciò 
BR' — AR'—AB , 

il che dà 


y—. K=a; 


à' altronde abbiamo sempre 


X 

Y 

b~ 

1 

c 

e si troverebbe 


ab 

5 a 

x — - — — 

=a, 

a — b 

10 — 5 

ac 

ioa 

y— t — - 

“2a : 

c — b 

M 

O 

J. 


valori positivi , i quali risolvono il problema nel preciso senso 
del suo enuncialo. 

67. Questo problema presenta un caso , nel quale egli è 
affatto assurdo. Siffatto caso ha luogo allorché si suppone 
che i due corrieri si movano colla stessa velocità ; è visibile 
che da qualunque lato si facciano correre , essi non possono 
mai incontrarsi } poiché conservati sempre tra loro la stessa 
distanza dei loro punti di partenza. Quest’ assurdità , che nes- 
suna modificazione nell'enunciato può làr disparire , si mani- 
festa evidentemente nelle equazioni. 
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Abbiamo allora l—c , poiché i corrieri , andando coll* 
stessa celerilà percqrrono il medesimo spazio in un’ ora ; 1’ e- 
quazioue 

x _y 

b c 

diviene 


*_ y 

h ~~ b * 

e dà 

Perciò 1’ equazione x—y—a si cangia in 


x—x=za , ovvero o=a ; 

resultato apertamente assurdo , poiché suppone nulla una 
quantità a, la cui grandezza è data. 

68. Questa assurdità si manifesta in una maniera assai sin* 
golare nei valori delle incognite ' > 

ab ac 


b — c l—c 

fl loro denominatore b — c divenendo zero allorché l zs c , 
abbiamo 

ab ac 

;r= — , y=~. 
o o 


Non s’intende facilmente qual possa essere il quoziente d’utia 
divisione quando il divisore è zero; si vede solo che , se si 
prendesse b pochissimo differente d,a c , i valori di a;, e y di- 
verrebbero grandissimi. Per convincersene , non dobbiamo far 
altro che prendere 

. • • { I i 


ed avremo 


bz=6 m -y c=5“* , 8 , 

6o 

o, 2 

5, 8a . . • 

y— — s 

O , 2 *• 
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7.6 

*> passi in seguito a 

b=6 t 

ed avremo 


x ~ 


c=5,9f 

6 a. 

— ss 6oa ) 
o , i 


5,90 

= 5go : 

o , t 

facciasi ancora 

&=6, c=5,99, 

e verrà 

60 

x — = 600 a y 

o, or 

5 i99<* 

y — = 5990 } 

o ,01 

.4 

e si vede facilmente che il divisore diminuendo a misura che 
si rende più piccola la differenza dei numeri b , e c , si ot- 
tengono de’ valori di più in più maggiori. 

Frattanto , siccome , per quanto piccola che sia una quan- 
tità , essa non può esser giammai considerata come zero , ne 
jsegue che , per quanto si suppongano poco differenti tra loro 
i numeri rappresentati da b , e c, e in conseguenza , per quan- 
to grandi si fossero i valori resultanti di x , e y , non mai 
s’ arriverebbe a quelli che corrispondono al caso di b — c- 
Questi ultimi non potendo essere rappresentati da nessun nu- 
mero , per quanto si suppouga grandissimo, son detti infiniti j 

ni 

e qualunque espressione della forma — - , il cui denominatore 

o 

è zero , è riguardata come il simbolo dell’ infinito- 

Questo esempio dimostra che l'infinito matematico è un’idea 
negativa , poiché non vi s’arriva che posta l'impossibiliti» d’as- 
segnare una quantità , comunque grande , che risolver possa 
il problema. 

Fotrebbesi dimandar qui come i valori 
ab ac 


*=— * y =— > 

o o 

sodisfacciano alle equazioni proposte ; perchè c ima proprietà 
essenziale dell’ Algebra die i simboli dei valori deH’incognite, 
qualunque essi Meno essendo sottomessi alle operazioni indi- 


* 
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cale sopra le medesime incognite , sodisfacciano alle equazioni 
dei problema ' * 

Sostituendoli nell’equazioni. 

x —y = a 

*__y 

b ~"b ’ 

che si referiscono al caso ove l—c , abbiamo , per la prima, 
ab ab 

o o 

al — ab 

ovvero . — a , oppure ab ab— a X o , 

o 

0 finalmente 

o =o j poiché a X o —o. 

La seconda , equazione somministra , nella medesima cir« 
costanza , 

ab ab 

oXì oXl’ 

1 due membri di ciascuna equazione divenendo eguali queste 

equazioni son sodisfatte. 7 u 

Resta ancor da spiegare come la nozione indicata dall'espres- 
ab r 

sione — corregga l’ assurdità del resultato trovatosi nel n.° 6j. 
A tal’ effetto divideremo per * i due membri dell’ equazione 


avremo 


e siccome 1’ equazione 


*-y=a; 

y __ « 

x x 


b b 

dà x —y , la prima diverrà 

a a 

1 ~ , ovvero oc.. 

x x 
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a 

L’errore consiste qui nella quantità —, perchè questo secon- 

x 

«lo membro dell’ equazione sorpassa il primo ; ma tal’ errore 
diverrà sempreppiù minore a misura che prenderemo per x un 
maggior numero. Ecco dunque , e con tutta ragione , che 
1 ’ Algebra da per a: un’ espressione , che alcun numero , per 
quanto grande egli sia , non potrebbe rappresentarlo , ma che 
venendo alla serie di quelli , i quali rappresentan de’ numeri 
di più in più grandi , indica in qual senso si può rendere di, 
più in pip piccolo 1’ errore della fatta supposizione 

69. Se i corrieri andassero colla stessa celerità , e nel me-* 
desimo senso , partendosi dal medesimo punto , il loro incon- 
tro non si farebbe altrimenti in un punto particolare , poiché 
questo avrebbe luogo in tutta l’estensione del loro corso : è 
bene il vedere come tal circostanza sia rappresentala dai va- 
lori , che prendono in questo caso le incognite * , e jr. 

B 


A C 

Il punto A , ed il punto B coincidendo in un solo abbia- 
mo , per questo caso , a=zo , e sempre l=zc ; laonde ne vieti 

o . b o o . c o 
o 0^0 o 

Per interpretare questi valori , i quali indicano una divisio- 
ne , in cui il dividendo, ed il divisore son nulli ambedue 4 
risalgo alle equazioui solite del problema. La prima di- 
venendo 

r— y=o , dà x=y ; 

e sostituendo questo valore nella seconda equazione , eh’ è 
allora 

- — - deriva - — - 

b ~ b b ~ b 


L’ultima equazione avendo i suoi due membri identici , e 
vale a dire , composti de’ medesimi termini , presi col mede- 
simo segno , è sodisfatta qualunque sia il valore , che diasi ad 
y , e non è sufficiente a determinar quest’incognita. D’ altron- 
de è chiaro che l’ equazione 


£ 

b 



riducesi a x—y , 
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e non esprime , per conseguenza , nulla di più della prima (*).; 
Resulta solamente dall’ una , e dall’ altra , che i due corrieri 
saran sempre insieme, poiché le distanze x , e y hanno ambe- 
due principio nello stesso punto A , e son eguali , i loro valo- 
ri restando d’ altronde indeterminati. L’ espressione è qui 
tlunquc il simbolo d’ una quantità indeterminata : dico qui , 
poiché vi sono de’ casi dove ciò non succede ; ma allora le 
espressioni proposte noi» hanno la stessa origine della pre- 
cedente. 

70 . Per darne un esempio , sia 
a(a 4 —ò 3 ) 

b{a—b ) 

Questa qnantita diviene §■ nella sua forma attuale allorché fac- 
ciamo ; ma se prima riducasi alla sua più semplice e- 
spressione sopprimendo il fattore a—b comune al numeratore) 
e al denominatore , si trova 

«(«+*) 

♦ , * ~ 
che dà 2 a nel caso di a—b. 

Non accade lo stesso de’ valori di x , e di y trovali nel 
num. antecedente ; poiché essi non sono suscettibili d’ esser ri- 
dotti ad una espressione più semplice. 

Segue da ciò , che abbiano detto , che quando s’ incontra 
un’ espressione , la quale diviene ^ , bisogna , avanti di deci- 
dere del suo valore , cercare se il numeratore , e denomina- 
tore hanno qualche fattore comune , il quale , diventando nul- 
lo , renda questi due termini eguali a zero nel medesimo tem- 
po , e sopprimendolo , otterremo il vero valore dell’ espressio- 
ne proposta. Vi sono peraltro de’casi , che potrebbero an- 
cora sfuggire a siffatto metodo ; ma i limiti di questa Opera 
non mi permetton altro che di por soli’ occhio il fatto ana- 
litico. Nel Trattato del Calcolo differenziale si danno i melo- 


(*) Per abbreviare il discorso , gli Analisti applicano alle 
equazioni medesime l' epiteto di identiche ; 

7 7 

— — — è un' equazione identica , 5— 3x— 5 — 3x n è 
b b 

un' altra , e quando due equazioni non esprimono che la stessei 
cosa , si dice pure che queste due equazioni, son identiche. 
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di generali per trovar il vero valore delle quantità , le quali 

diventano £ (*). 

y j . Ciò, che precede , fa veder chiaramente che le soluzio- 
ni algebriche o sodisfanno completamente all' enunciato del 
problema , quand' è possibile , o indicano una modificazione 
da farsi nell'enunciato allorché i dati presentano delle contra- 
dizioni , le quali posson essere tolte , o finalmente fanno co- 
noscere un' impossibilità assoluta , allorché non v è alcun mez- 
zo di risolvere coi medesimi dati un Problema analogo , in un 
certo senso , a quello proposto. 

72 . Bisogna osservare nella soluzion dei differenti casi del 
problema precedente che il cangiamento di segno delle inco- 
gnite x , ed y corrisponde ad un cangiamento nella direzion 
degli spazi , che queste incognite rappresentano. Quando l’ in- 
cognita y era contata da B verso A , essa aveva nell’equazione 
x-\-y=za 

il segno -f- , ed ha preso il segno — nel secondo caso allorché 
si è portata del lato opposto ; ossia da B verso C , n. 65 J 
poiché abbiamo avuto per prima equazione 

x—y—a. , 

Effettuando questo cangiamento di segno nella seconda 
equazione 

°L — L 

b c 

si troverebbe 



multato , ebe non è quello , che abbiamo dato nel citato 
nam.° ; ma fa di mestieri riflettere cheto spazio y si compone 
di multipli dello spazio c , che percorre in un’ ora il corriere 
partito dal punto B , e questo spazio essendo diretto nel mede- 
simo senso dello spazio y , debb’ esser supposto del medesimo 
segno, e prendere per conseguenza il segno — allorché l'ab- 
biamo dato a y : fatta quest’osservazione , avremo 



x y 

ovvero — = — . 
b c 


(*) Vedasi il Trattato del Calcolo differenziale, e zie/ Cal- 
colo integrale Tomo i . , ovvero il Trattato elementare sopra 
lo stesso soggetto. 


»’ A 1WS F.BRi ài 

Serve ^unqa'e un semplice cangiamento di segno per com- 
prendere il secondo caso del problema nel primo. Ed è per 
questa ragione che 1’ Algebra somministra ad un tempo la so- 
luzione di più problemi analoghi 

Il problema del n. i5 n’ offre un esempio molto evidente. 
Abbiam supposto in quell' articolo che if Ipadre dovesse al 
figlio una somma d ; se si Volesse risolvere ; il problema nel- 
l’ipotesi opposta , e vale a dire , sapponendo che il figlio? 
debba a suo padre la somma d , servirà cangiare il segno di 
d nel valore di a; , e si avrà 

b c — d 
x = — : 

a -M 

finalmente ,■ se si suppongono eguali i crediti dell’ ano verso' 
dell’altro bisognerà far d=o, e verrà 

— hc 
a+b' 

Giulia è più facile che verificar queste due soluzioni ponendo 
di nuovo il problema in equazione per ciascuno dei casi , che 
abbiamo óra enunciati. 

73 . A solo oggetto di conservare l’analogia tra i problemi 
dei nunt. 56. e 64- ho impiegate due incognite nel secondo. 
Si potevan risolvere 1’ uno e 1’ altro Con un’ incognita sola ? 
imperciocchc quando si dice che l’ operaio ha ricevuto 74 
lire per sa giorni del suo lavoro , e 7 di quello della sua 
moglie e suo figlio , ne resulta che , se si chiama y il gua- 
dagno della moglie e del figlio , e dalle 74 lire si tolga- 
no 7 y , resta 7 <4 7 y per dodici giornale dell’ Operaio ; dal 

che ne segue eh’ esso 

guadagna — per giorno. 

1 1 

Calcolando nella stessa maniera il di lui guadagno nella se- 
conda supposizione , troveremo eh’ ei 

5o— 5 y 


guadagn 


_ per giorno. 


Ed eguagliando queste due quantità , formeremo l’equazione. 


74— 7 y 5o — 5 v 

— g— -- . 


13 


Parimente nel problema del n.“ 64- 
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sp x denota lo spazio AR percorso dal corriere parlilo dal 
punto A , BRz=a — .r sarà quello del corriere parlilo dal punto 
R andando verso A ; questi due spazi essendo percorsi nel tem- 
po medesimo dai corrieri , che percorrono respettivamenle i 
numeri ò, e c di miglia per ora , s avrà 
x a — x 
b c ’ 


d’ onde 

ex zz ab — Ix i 
ab 

X ~b+c' 

La differenza tra le soluzioni, che ora abbiam date , e 
quelle dei num. 56 . e 64. non consiste che in questo , cioè , 
che abbiamo formala , e risoluta la prima equazione col soc- 
corso del linguaggio ordinario , senza impiegarvi la scrittura 
algebrica ; ed è evidente che quanto piu spingeremo avanti 
1 ’ uso del prin.o metodo , meno resterà da farsi col secondo. 

74. Si aggiunge qualche volta al problema del n. 64. una 
circostanza , la quale però noi rende già più difficile. • 


A R C B 

Si supponga che il corriere partito dal punto B si sia posto 
in viaggio un numero d di ore avanti di quello , che parte 
dal punto d • 

È chiaro che ciò si riduce a cangiare )J punto di partenza 
del primo; poiché, s’ egli percorre un numero c di miglia 
ner ora percorrerà uno spazio BC = cd in d ore ; e si tro- 
verà nel punto C allorché 1 ’ altro corriere partirà dal ponto 
A - di modo che l’ intervallo tra i due punti di partenza sara 

AC — AB — BC—a — cd. 

Scrivendo dunque a —cd in luogo di a nell’ equazione del 
n. precedente , s’ avrà 

x a — cd — x 


b c 

ab — bed 

x = — * 

ò-j-c 

Se i corrieri andassero nel medesimo senso, 

A £ C £ 
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l' intervallo tra I punti di partenza sarebbe 

A C « AB -j- B C rz a -[■ cd f 
lo spazio percorso dal corriere partito dai punto A Sarebbe 
AR , iaddovechè quello dell’ altro corriere sarebbe 

CR=AR—AC -, 


avrebbesi dunque 


a: 


x — a — cd 


d’ onde 



c 


1 


i "4 


ab-\-bcd 

X == “ * . 

b—c 

5§. Enunciato in questa maniera il problema offre itti Casd 
ove I interpretazione del valor negativo trovato per x presenti 
qualche difficolta j quest’ allorquando , facendo andare i cor- 
rieri in senso contrario , si dà al numero d ud Valor tale che 
lo spàzio BC rappresentato da cd divien maggiore di a , ché 
rappresenta AB. 


C R A 

Allora il corriere partito dal punto B si trova in C dall’al- 
tro lato del punto A nel momento che si fa partire que- 
st’ ultimo verso del punto B : v’ è dunque assurdità nel sup-i 
porre che i due corrieri possano in questo caso incontrarsi. 

Se s’aVesse , per esempio s 

n=4ou“i. , ta m - , c=8 m - j +=6oor. , 
he resulterebbe cz£=4bo ,n, > e così il punto C sarebbe a Sem- 
ai di là del punto A per rapporto al punto jS ; ma troverei! - 
Lesi allora 

4oo. 12 — 6o. 8. i3 4oo. 3' — Co. 2 . sa 


1 


8+12 


2+3 


1200— 1 44° *4o 

5 ■ 5 >. * * 


Cosi 1’ incontrò dei Corfieri avrebbe luogo in un putito lì ^ 
posto a 48 in - dall’altro lato del punto A , ma tra A , e C , 
benché sembri che il corriere partito dal punto B dovendo 
continuare il suo corso al di là del punto C , non potrebbe 
esser incontrato dall’altro se non che oltrepassato quest’ultimo 
punto. 
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Per conoscere il problema risoluto in questo caso , bisognar 
sostituire in luogo di * il numero negativo — m nell’ equazio- 
ne , che diviene 

m a — cd-l-m 



ovvero , cangiando il segno de’ due membri r 
m cd — a — m 


Si vede che lo spazio percorso dal corriere 


C R A B 

partito dal punto B è ‘cd — a — m , ovvero ciò che resta di BC 
quando da esso si tolgono AB , e AR , vale a dire , CR , e 
che AC~cd — a: egli è dunque come se il secondo corriere 
avesse dovuto partire immediatamente dal punto C dove egli 
si trova quando parte il primo ; ma poiché dessi vanno in 
sensi contrari , il loro incontro deve necessariamente aver luogo 
nell’ intervallo AC. Questo caso è compreso nel primo di quelli 
del n.“ 74 , ove basta cangiare a — cd in cd — a, affine d’ot- 
tenere il valore, che avrebbe rn dietro all’equazione qui so- 
pra esposta. ( V edasi la Nola alla fine del presente Volume ). 

76. Il problema del n.° 56 . essendo generalizzato , enunciasi 
come segue : 

Un operaio avendo passato un numero a di giorni in una 
casa , ed avendo seco lui la sua moglie e il suo figlio per un 
numero b di giorni , ha ricevuto una somma c ; ha il mede- 
simo operaio passato in seguita nella stessa casa un numero d 
di giorni , ed ha avuto questa volta con lui sua moglie e suo 
figlio per un numero e di giorni , ed ha ricevuto una som- 
ma f 5 si domanda quanto egli, guadagnava per giorno , quan- 
to guadagnavano nel tempo stesso sua moglie insieme col 
suo figlio. 

Sien sempre a> il prezzo della giornata dell’ operaio , e y 
quello della giornata della sua moglie e suo figlio ; 
per un numero a di giorni , egli avrà ax ; 
per un numero b di giorni la sua moglie e suo figlio avranno 
by , laonde 

ax -J- ly — c ; 

per un numero d di giorni egli avrà dx , 

per un numero e di giorni sua moglie e suo figlio avranno 

ey , onde 

dx + ey = fi 
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etco le due equazioni generali del problema. 

Ricavasi dalla prima 

c — iy 

xz=z ■— , 

a 

moltiplicando questo valore per d , affla di sostila irlo in luogo 
di x nella seconda equazione , s’ avrà 


dx = 


cd — bdy 


ed in conseguenza 


cd — bdy 


+ «ri- 


facendo sparire i denominatori di quest'equazione, conseguiremo 
cd — bdy -f- aey = af , 
dalla quale coucluderem successivamente 

aey — bdy ~ af — cd, 
af — cd 

y— - . • 

ac — bd 

Conoscendo adesso y , se si pone il suo valore in quello di 
* > quest ultimo sarà cognito ; avremo 

af—cd 

c-J ’-b 

ae — bd 


- a 

Per iimplificare quest’ espressione , bisogna primieramente 
la moltiplicazione indicata sulle quantità 


far 


il che dà 


af—cd 

b > ed — n> ( 53 ) 

ae—bd 

ahf—bcd 

c — — — 

ae—bd 
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poi ridurre c al denominatore della frazione , che l acoompa- 
gua , ed effettuare la sottrazione di questa frazione (hi) j e « 
ottiene 

ace — bcd — abf-f-bctl 


ae — bd 

X — — ’ » 

a 

ovvero , riducendo , 

a ce — abf 


• — bel 




(*) Perchè non si abbia alcun dubbio sopra il senso di que- 
sta espressione , bisogna far attenzione alla linea > che si tro- 
va posta nello stesso rigo o verso della stampa. Cosi, nelle- 

A 

c pressione x = — , A rappresenta il dividendo , si intero che 
frazionario , e B il divisore nell' una e nell' altra ipotesi j 


C 

Dietro a convenzione siffatta V espressione x —— significa che 

B 

A 

qc è uguale al quoziente della frazione — diviso per B , e 

G 

l'espressione x a — indica per x il quoziente di A diviso 

1 A 

B C 

per la frazione — ; finalmente si ha per Fespressione x _ 

c Z. 

D 

A * 

il quoziente della frazione — divisa per la frazione 
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Effettuando la divisione per a (53) , si troverà 
ace — abf 

* =s ; 

a’c — abd 

e sopprimendo il fattore a comune al numeratore , e al deno- 
minatore (38), avremo in ultimo 


I valori 


t 


CC—bf 

x 3 

ae — bd 


ce—bf 
ae — bd 


af- — cd 
ac — bd 


s' applicano nella stessa maniera di quelli , che abbiamo trova- 
li qui sopra , per 1’ equazioni letterali a una sola incognita : 
vi si sostituiscono in luogo delle lettere i numeri particolari 
all’ esempio , che abbiamo preseci to. 

Otterremo i resultati del u.° 5G. facendo 


a 3 12 , 7 , C3 74 i 

d 3 8 , *e 3 5 , / 3 5o , 

e quelli del n.° 58 facendo 

0312 , J3 7 , c 3 4® > 

d 3 8 , e 3 5 , /3 3o . 

7). I valori di x , e y non convengono solamente al proble- 
ma proposto ; essi s’ estendono a tutti quelli , che conducono 
a due equazioni, del primo grado à due incognite : poiché é 

patente che queste equazioni son necessariamente contenute 
nelle lòrmulc 

ax -f- by 3 c , 
dx + ey 3 /, 

purché si intenda per le lettere , n , b , d , ed e la collezio- 
ne delle quantità date , che moltiplicano respettivamente le 
incognite x , e r , e per le lettere c , e / la collezione dei ter- 
mini tutti cogniti , passati nel secondo membro. 


Queste osservazioni fanno comprendere la necessità di porre 
le linee in modo eh,' esse indichino i resultati , che ci propo - 
niam d' indicare. 
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Pella risoluzione di un numero qualunque di equazioni del 
primo grado , contenenti un egual numero di incognite. 

78. Allorché nn problema contiene altrettante condizioni 
distinte quante sono le incognite in esso comprese , ciascuna 
di queste condizioni dò una equazione, nella quale succede 
spesso che le incognite son mescolate tra loro , come l’abbiana 
già veduto nei problemi a due incognite ; ma , se queste in- 
cognite non sono che al primo grado , si può , come di gik 
1’ abbiam latto nei numeri precedenti , prendere in una delle 
equazioni il valore di una delle incognite , come se tutto il 
resto fosse cognito , e sostituire questo valore in tutte le altre 
equazioni , le quali ; dopo di piò , non conterranno che le al- 
tre incognite. 

Quest' operazione , per mezzo della quale si manda via una 
delle incognite , si chiama eliminazione. Con tal mezzo , sa 
si hanno tre equazioni a tre incognite , ne dedurremo dua 
equazioni a due incognite , le quali tratteremo come l’abbiaru 
fatto di sopra ; ed avendo ottenuti i valori delle due ultima 
incognite , gli sostituiremo nell’ espressione della prima. 

Se si hanno qaattro equazioni a quattro incognite , ne de- 
durremo primieramente le tre equazioni a tre incognite , le 
quali tratteremo nel modo , che aobiamo detto ] dipoi aven- 
do travati i valori delle tre incognite*gli sostituiremo , nelle 
espressioni della prima , e cosi <ji seguito. 

Ecco , per esempio ,* un problema , che contiene tre inco- 
gnite , e tre equazioni. 

79. Sono stali comperati separatamente i carichi di tre vet- 
ture ; il primo di questi , che conteneva 3 o misure di segale , 
ao d' orzo , e io di grano , è costato a 3 o lire ; 

Il secondo , che conteneva 1 5 misure di segale 6 d' orza , 
e 12 di grano , è costato i 38 lire ; 

Il terzo , che conteneva io misure di segale j 5 d'orzo , e 
4 di grano , è costato 76 lire ; 

Si domanda quanto costa la misura della segale , quella 
dell' orzo , e quella del grano ? 

£ia x il prezzo della misura della segale , 
y quello della misura dell’ orzo , 
z quello dpi la misura del grano. 

Per sodisfare alla prima condizione , osserveremo che 
3 o misure di segale varranno Zox , 
qo misure d’ orzo varranno 20 y , 

»o misure di grano v^ranno ìoz , 
fd il tutto dovendo ammontare a a 3 o lire , avremo l’equazione 
^o*-paoy-{-ioj=s 23 o. 
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Per la feconda condizione avremo 


*9 


i5 misure di segale , 
6 d’ orzo 

ìa di grano 


che varranno i5.r , 

fy » 

*3* , 


C per conseguenza 

i5* -f- 6y -f- 13 a ss i38. 

V Per la terza condizione avremo 

io misure di segale , che varranno io* , 

5 d' orzo 5y , 

4 di grano 4* > 

e per conseguenza 

io* + 5y -+• 4*= J5. 

Il problema proposto sarà dunque ridotto alle tre equazioni 

3o* -f- aqy -J- ioz ss a3o , 

1 5* + 6 y + i2z =3 i38 , 
ìox -j- 5 J" + 4* = 7^* 

Prima d’ intraprendere la soluzione , esamino s’ è possi, 
bile siinplifìcarle, dividendo per un medesimo numero (12) 
ì due membri di qualcheduna ; e vedo che si posson dividere 
tutti i termini della prima per 10, e tutti quelli della secon- 
da per 3 ; effettuando queste divisioni , non deggio occuparmi 
che delle equazioni - • 

3* + + z ss 23 , 

5* -f- 2y -4- 4* 5= 4^ j 
10* -j- 5j + 4z = 75. 

Polendo scegliere una qualunque delle incognite per rica- 
varne il valore , prendo quello di 3 nella prima equazione . 
perchè quest’ incognita non avendo coefliciente , il suo valore 
Sara una quantità senza divisore , ovvero intera ; e viene 

, : r; z3 — ■ 3x — 2 y. 

Ponendo questo valore nella seconda , 0 terza equazione , fi 
cangian esse in 

5x -f- 2y -f- 93 13* % =3 46 > 

io* -j- 5y -f- 93 — - 12* — 8y — 7 5 \ 

e riducendo il primo lor membro , trovasi 

92 — 7* — 6y ss 46 , 

92 — 2 x — 3y = j5. 
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i*er operare sopra queste equazioni , le quali non contengono 
adesso che due incognite prendo nella prima il valore del- 
l’ incognita y ; ed ottengo 

02 — 46 — 1 x 46 — 7 # 

r - — 0 — — 5 ovvero 3 = ' 6 5 

e per mezzo della sostituzione di questo valore , la seconda 
equazioue diviene 

— nx 

92—- 20! — 3 X £ — !•> i 

Potrei , col metedo ordinario , mandar via il denominato- 
re G ; ma osservo che questo deuominalore essendo divisibile 

46 — TX 

per 3 , può simplificarsi effettuando sulla frazione - 

la moltiplicazione per 3 , conformemente al n.° 54 dell Arit- 
metica : con questo mezzo ho 


9* 


46 _ 7* 

— xx 3 j5- 


Facendo adesso sparire il denominatore 2, trovo 
184 — 4 x — 46 -f- T x 3 1 5 o > 
essendo ridotto il primo membro , viene 
i 38 -j- 3 a; 3 i 5 o. 

d’ onde concludesi 

i 5 o — i 38 ra 

x — — 3 — , ovvero x 3 4 

3 3 

La sostituzione di questo valore nell' espressione di y da 

4G — 7 X 4 46 — 28 .8 

y — — — , ovvero T — J » 

6 6 6 

e per la sostituzione dei valori di * , e Y nell espressione » 
x , si ottiene 

*- 23 — 3 X 4 — 2 X 3323 — 12—6, ovvero* 3 5 . 
Segue da ciò che la misura della segale 
costa 4 lire , 
quella dell’ orzo 3 , 

quella del grano 5 , „ • 

Quest’esempio , nel medesimo tempo che olire 1 applica. 
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pe del metodo del num.° precedente , debb’ esser notato pei 
compendi di calcolo , che vi abbiamo praticati. 

80. Prendo a risolvere ancora il problema seguente. 

Un uomo , che si è incaricato di trasportare de' vasi di 
porcellana di tre grandezze , ha pattuito che ei pagherà tan- 
to per ciascun vaso , che romperà , quanto riceverà per quel- 
li , che, consegnerà in buono stato. 

Gli si consegnano primieramente due vasi piccoli , quattro 
medi , e nove grandi ; rompe i medi , consegna lutti gli al- 
tri in buono stato , e riceve una somma di 2 e? lire. 

Gli si danno dipoi sette vasi piccoli , tre medi , e cinque 
grandi ; questa volta restituisce " in buon grado i piccoli , e i 
medi , ma rompe i cinque grandi , e riceve solamente 3 lire. 

Finalmente gli si consegnano nove vasi piccoli , dieci me- 
di , ed undeci grandi ; rompe tutti gli ultimi , e non riceve 
in conseguenza che 4 Lire- 

Si domanda quanto gli è stato pagato pel trasporto di un 
vaso di ciascuna grandezza. 

Sia x il prezzo del trasporto di nn vaso piccolo , 
y quello del trasporto di un medio , 
z quello del trasporto di un grande. 

È manifesto clic ciascuna somma , che riceve il portatore , 
è la differenza tra quella che gli si perviene pei vasi , che 
egli restituisce in buono stato , e quella , che deve per quel- 
li , che ha rolli ; dietro a questa osservazione , le tre condi- 
zioni del problema soromiuisirano respeltivamenle le seguenti 
equazioni : 


ix— 4 y -f 9* =3 28 , 

7*+ 3 jr — 5a “ 3 > 

9-r -j- l Ojr — 11*= 4. 

La prima di queste equazioni dk 

a8 +4 r— 9* 

* = I 5 

e , per la sostituzione di questo valore , T equazioni seconda ? 
e terza diventeranno 


196 -j- 'ì 8 y — 63 z 


-J~ 3jr — 5* s 3 


a5a -j- 36y ■— 8 1 z 

{- 10 / ! 1Z SS 4* 
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Mandando via i denominatori , avremo 

196 + 287- — 63 * -{-67- — 1 0* — 6 , 
a 5 a + 36 y— 8 i* \n>Y — a2i = 8 > 

riducendo il primo membro , otterremo 

196 + Hy -— 173* = 6 , 

252 + 5 by — io 3 * 58; 

prendendo il valore di y dalla prima di queste equazioni f 
>' avrà 

n 3 * — 190 

rs . 

34 

Per mezzo di questo valore , la seconda diviene 
"3* — 190 

a52 -f- 56 X — ro3* s 8 : 

34 

essendo liberata dal denominatore 34 , essa si cangia in 

34 X a5a + 56 X 3jz — 56 X > 9 ° — 34 X io3aJ; 34 X 8 j 

ovvero in 

8568 -J- 4o88* — 10640 — 35 o 2 * s; 272 : 
la riduzione del primo membro di questo resultalo conduce a 
586* — 207 2 a 272 , 


dalla quale ricavasi 

2344 

* k — — , ovvero * — 

586 


£ risalendo dal valore di * a quello di y , avremo 

37 X 4 — > 9 ° a 9 * — * l 9 <> 103 

y s a — , ovvero / ss 3 } 

34 34 34 


e con questi due valori troveremo 


28 + 4X3-9 X4 

X K ' 

% 

ovvero x a 2. 

Sono state dunque pagate 

colo 

per quello d’un medio 
per quello 4 ’ un grande 


28+12 — 36 4 

"" ss — j 

a 2 

pel trasporto d’ un vaso pie- 
2 lire , 
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Quest’ esempio serve per veder come bisogna operare in 
tutti gli altri casi. 

81. Succede spesso cbe tutte le incognite non entrano a 
un tempo in tutte I’ equazioni : questa circostanza non cangia 
però il metodo ; serve esaminar bene la concatenazione delle 
incognite per passare dall’ une alle altre. 

Sieno , per esempio , le quattro equazioni 


3 u — *y=x , 

2 *4*3.7 = 39 , 

5* — 7 ss 11 , 

4 y + 3 z = 4i , 

Contenenti le incognite « , x , y , e 2 . 

Con un poco di attenzione si vede che , se si prende dalla 
Seconda equazione il valore di x t per sostituirlo nella terza , 
il resultato contenendo allora y , e 2 , farà conoscere , nel 
combinarla con la quarta equazione , qaeste due quantità ; 
poscia col valore di y avremo quelli di u , e x per mezzo 
della prima , e seconda equazione. Ed operando così faremo 
il seguente calcolo .• 

3 9 — 


5 X 


3 9 ' 


2 

• 3 - 


— 7 


sciti 


ovvero 


195 — t 5 y — 14 z — 22 , 
oppure 1 5 7 + 1 4 r = 1 7 3 (57) 

Le due equazioni 

i 5 7 + 14* = 173 , 

4 y -f 3 z = 4 i , 
essendo risolute , daranno 

y=i 5 z = 7; 

c , per mezzo di questi valori , avremo 


3 g 3 X 5 39 — i 5 24 



ovvero x ri 12 , 


* 4* 2 7 2 + *o 

'3 ~ 3 


rx 

— r- , ovvero u S! 4‘ • 
3 


i numeri cercati son dunque. 

4 , t2 , 5, 7. 
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8i. Il melode , che ho esposto , s’ applicherebbe all’ equa- 
zioni letterali nello stesso modo che all’ equazioni numeriche) 
ma la moltitudine delle lettere , che bisognerebbe impiegare 
per rappresentar genera) mente i dati allorché il numero del- 
}’ equazioni, e dell’ incognite sorpassa a, ha impegnato gli 
Algebristi a cercare una maniera d’ esprimerli piu semplice* 
mente ; io la farò conoscere nell’ articolo seguente : ma , alfi- 
ne di dare al Lettore l’occasione d’esercitarsi a porre i Pro- 
blemi in equazione , e a risolverli , ho riunito qui appresso 
nn numero d'enunciati , ed ho indicato al termine di ciascuno 
i resultati , che si debbon trovare. 

i . Un padre essendo interrogato suW età del suo figlio , ris- 
ponde : se dal doppio dell' età , eh' egli ha adesso , voi to- 
gliete il tr’plo di quella , che aveva sei anni sono , avrete Ut 
sua età attuale- 

Risposta : Il figlio aveva g anni. 

а. Diofante , l'autore del pi à antico Libro di Algebra , che 
ci resti Spassò nella sua infanzia la sesta parte del tempo * 
eh' ci visse ; e una dodicesima nell' adolescenza ) dipoi si 
marito , e passò in questa unione il settimo della sua vita * 
aumentato di cinque anni , prima d' avere un figlio , al quale 
egli sopravvisse quatlr anni , e questo figlio non arrivò che 
alla metà dell età , alla quale pervenne suo padre : qual' età 
aveva Diofante allorché mori ? 

Risposta : 8 fi anni. 

3 . Un mercante preleva ogni anno dai fondi , che ha nel 
commercio , una somma di 1000 lire per le spese della sud 
famiglia : frattanto ogn anno d suo capitale aumenta del ter- 
zo di ciò , che resta , ed alla fin di tre anni trovasi raddop- 
piato : quanto aveva il mercante al principio della prima 
annata ? 

Risposta : ifiSoO lire . 

4 - Un mercante, ha due specie di thè > la prima di 7 4 "re 
la libbra , la seconda di 18 lire : quanto dee prenderne di 
ciascuna specie per formarne una cassetta di 100 libbre , clic 
costi 1680 lire. ? 

Risposta : 3 o libbre della prima specie , c 70 della se - 
conda- s 

5 . È stato riempito in 1 2 minuti un vaso contenente 3 g 
fiaschi di acqua ; facendovi yersarc successivamente due fon- 
tane , una delle quali somministrava fi fiaschi per minuto , e. 
V altra 3 : si domanda per quanti minuti ciascuna fontana 
lui versato ? 

Risposta : la prima per 3 minuti , e la seconda per g- 

б. Un orologio segnando mezzogiorno } la lancetta de mi* 


Digitized by Google 



fc 1 ÀLGEBRA g5 

nuli si trova sopra quella delC ore. : si domanda a qual pun- 
to della mostra si farà il prossimo futuro intonlro delle 
lancette ? 

Risposta : a quello , che indica i ora , 5 minuti e | T . 

Osservazione. Questo Problema ha relazione con quello 
del n. 65 . 

7 . Un uomo incontrando de poveri , voi dare a ciascuno 
a .5 soldi ; ma contando il suo denaro si accorge che gli man- 
cano per far ciò io soldi ; allora egli non dà che 20 soldi 
a ciascun povero , e gli avanzano 2 5 soldi : si domanda quanti 
soldi aveva quest ' uomo , e qual' era il numero dei poveri ? 

Risposta : egli aveva iG 5 soldi , ed i poveri erano in nu- 
mero di 7. 

8- Tre fratelli hanno comperalo uno stabile per 5 o 000 lire: 
manca al primo per pagar egli solo quest' acquisto la metà del 
denaro , che ha il secondo , questo pagherebbe V acquisto da 
se solo se si aggiungesse a quel eh' egli possiede , il terzo 
di ciò , che ha il primo: finalmente il terzo avrebbe bisogno , 
per fare il medesimo pagamento , d' unire a ciò , che egli lia t 
il quarto di quel , che possiede il primo : quanto denaro ha 
ciascheduno ai essil 

Risposta : il primo ha 3 oooo lire , il secondo Jfoooo , ed 
1 il terzo 425 oo. 

g. Dopo una partila di giuoco , tre giuocatori contano il 
loro denaro ; uno solo avendo perduto , gli altri due hanno vin- 
to ciascuno una somma eguale a quella , eh' essi hanno posta 
al giuoco ; dopo una seconda partita uno dei giuocatori , che 
aveva vinto nella precedente , perde , e gli altri due vincon 
ciascuno una somma eguale a quella , eli essi aveano al prin- 
cipio della seconda partila ; a una terza partila il giuocatore , 
che fino allora avea vinto , perde con ciascuno degli altri due 
una somma eguale a quella , eh' essi avevano al principio di 
quest' ultima partila 5 ed allora cessano di giocare i tre giuo- 
catori avendo ciascuno 120 lire : quanto avean essi al princi- 
pio del giuoco ? 

Risposta : Quello , che ha perduto nella prima partila , 
aveva lire ig 5 , 

quello , che ha perduto nella seconda io 5 j 

quello , che ha perduto nella terza 60. 

F ’omiulc generali perla risoluzione dell' equazioni di primo grado. 

83 . A 3 oggetto d’ovviare all' inconveniente , clic I10 fatto os- 
scrvare nel principio dei itum°. antecedente , s’ è immaginato 

. ’ ; j."J . j . . . . • »*- 
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di rappresentare colla stessa lettiera tutti i coefficienti d’ una 
medesima incognita , ma di distinguerli prendendoli affetti da 
uno , o più apici , secondo il numero delle equazioni. 

L’ equazioni generali a due incognite si scrivono come 
segue : 

a , 

a' x -f- b‘ y 3 c'. 

t coefficienti dell’ incognita x son rappresentati ambedue per a ; 
quelli di y per i ; ma 1 ’ apice , da cui sono affette le' lettere 
della seconda equazione , fa vedere che queste lettere non si 
considerano come aventi il medesimo valore delle loro corri- 
spondenti nella prima. Cosi a 1 è una quantità differente da 
a y b' una quantità differente da b. 

Quando si hanno tre equazioni , si scrivono come segue : 

a x-f-A y-f-c iZirf, 
a? x -j- b 1 y - - c 1 z zx d' y 
a"x -j- b"y - - c" a 53 d 11 . 

Tutti i coefficienti dell’ incognita x son denotati per la ietterà 1 
a , quelli di y per b , quelli di z per c; ma ciascuna lettera 
è affetta da un numero differente di apici , i quali indicano 
eh’ essa appartiene a diverse quantità. Cosi a , a ' , a 11 son tre 
quantità differenti , e 1 ’ istesso delle altre lettere. 

Seguendo questo andamento , se s’ avessero quattro incogni- 
te , e quattro equazioni , si scriverebbero come segue :■ 

a x-\-b _y-f*e z-\-d uz=e , 
a' x -f- V y -f* f? 2 -f- d' u=ze' 
a" x - {- b' 1 y -j- c" z -f- d n a—e" y 
a>"x + b’"y + c'"z + d'"u=e'". 

84 - Affine di simplificare i calcoli , evitando le frazioni 
si modifica il metodo dell’ eliminazione nella maniera , che 
segue. 

Sicno le equazioni 

a x -f- b y ri e , 
a' x -j- b' y S c 1 y 

è evidente che se una dell’ incognite , x , per esempio , avesse 
il medesimo coefficiente nelle due equazioni , basterebbe sot- 
trarle 1 ’ una dall’ altra , per fare sparir quest’ incognita. Ciò 
reudesi manifesto a prima vista sull’ equazioni 

io x + i \y — 37 , 
lo X -j- 9.y z 5 *5 5 

le quali danno 

ti^ — 9>'=27 — . i 5 , ovvero 12 } oppure./ 
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E chiaro che possiam rendere immediatamente i coefficienti 
di « eguali nell’ equazioni 

àx 4- br 3 c , 
a'x+b'y^ c*. 

moltiplicando i due membri delta prima per d , coefficiente 
di x nella seconda , e i due membri della seconda per à coef- 
ficiente di K nella prima ; con questo mezzo ai ottiene , 

aa'x -f- dby 3 a’c , 
ad x -f- ab ' 7 3 ad . 

Dipoi togliendo la prima di queste dalla seconda, l'incognita 
* sparirà , ed avrem solamente 

( ab' — db ) y 3 ad — de ; 

equazione , la quale altro lion Contiene che l’ incognita y ; • 
ne dedurremo 

ad — ed 

rs — 

ab — bd 

fi metodo , che ho adesso impiegato , puh sempre applicarsi 
all’ equazioni di primo grado , per eliminare una dell'incoguit* 
qualunque siasi. 

Eliminando nella stessa maniera l'incognita y ì s’ avrebbe 
il valore di x. 

Se s’ applica questo meiodo alle tre equazioni contenenti x i 
y , e i , potremo primieramente elitnioare x tra la prima é 
seconda , poi tra la prima e la terza ; arriveremo cosi a due 
equazioni , che non conterranno altro che y , e * , e tra le 
quali elimineremo in seguito y. 

Se si effettua il calcolo , 1’ equazione in al , ella quale ìH-Ì* 
veremo , avrà un fattore comune a tutti i suoi termini , e noli 
sarà in couseguenza la più semplice , che si possa ottenere. 

85. Bezout ha dato un metodo semplicissimo per elimina? 
simultaneamente tutte le incognite ad eccezione di una , ed in 
Virtù del quale il probi ehi# immediatamente riducesi » delPfe- 
quazioni , le quali contengono un’ incogniti di metto che lé 
proposte. Benché questo metodo non sia necessario che quan- 
do si tratta d’equazioni a tre incognite , comincerò da appli- 
carlo a quelle , le quali non Ite contengon che due , a fin d’ab- 
bracciare compiutamente questo soggetto. i : .. • . 

Sieno le due equazioni 

a x -J- b y 3 c 
a'x -f- bW 3 di 

dlgebra ^ 
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moltiplicando , la prima per una quantità m , che aia inde- 

lerminala , verrà 

amx -f- bmy ~ cm ; 

c togliendo da questo resultato 1’ equazione 
a'x + b'y zz c 1 , 

avremo 

amx — a'x -f- bmy — b'y rs cm — c' , 

ovvero 

( am — a' ) a: + (bm—b')y Zi cm — c'. 

Poiché la quantità m è indeterminata , possiamo supporla 
tale che sia bmzì b 1 . In questo supposto il termine moltipli- 
cato per y disparendo , si ha 

cm — c' 

;*> 

am — a' 


ma a motivo di bm ^ b' , resulta * 

bl 


«ts 


dunque 


cV 

b 




ab' 


cb'—bc 1 

àb'—baf 


Se , in vece di supporre bmzzh' , si fa amezza ' , il ter- 
mine affetto da x sarà distrutto , e verrà 


cm—c' t 

y • 

im— 6' 

11 valore di m non sarà più lo stesso di quello poeanii trova- 
to \ poiché avremo 

' a ' 
mzi — i 
a 

t , sostituendolo nel valore di y , troveremo 

ca' — ac? 

ba'—ab'' 
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frangiando i seghi del numeratore , e del denominatore , di 
questo valore ( 5 ?) , il suo denominatore sarà lo stesso clie 
quello di X, poiché avremo 

ac' — ca ' 

1 — . 

ab 1 — ba 1 


86. Sietio adesso le tre equazioni 

a x -{ • b y c z ~ d , 
a' b'y + C * = d' 
a"x + b"y + d'z = d". 

L’ analogìa ti Condurrà facilmente a moltiplicare respettiva- 
mente la prima e la seconda per due quantità indeterminate $ 
m e n , a sommarle insieme , ed a toglierne la terza ; poi- 
ché , per questo mezzo , esse saranno impiegate tutte nel tem- 
po stesso j e le due nuove quantità mera, delle quali è 
permesso disporre a piacere , potranno essere determinale in 
modo da fare sparire nel medesimo tempo due incognite dal 
resultato. Operando in tal maniera , e riunendo i termini , che 
moltiplicano una medesima incognita , avremo 

(am + a'n — a")x-\-{bm -|- b'n — b")y-{-(cm -f- c’n — » c" ) x , 
= dm + d'n-d". 


Se vogliamo far sparire x , ed y , bisognerà per questo sup- 
porre 1 ’ equazioni 


td allora verrà 


n' n — n'ì 


am -j- 
bm + b'n=: b" 5 

dm -{- d’n — à" 


z 3 


-4- c'n — c". 

Balle due equazioni , nelle quali m f ed ti Sonò te incognfc 
te , è facile dedurre il valore di queste quantità per mezzo de 
resultati ottenuti nel num. precedente ; poiché serve cangiare 
se io m , v in n , e scrivere in luogo delle lettere 


il che darà 


e 

c* 


tn 3 


ab 1 — ba 1 


ab"-ba'i- 

«S 

ab' — bef 
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Sostituendo questi valori in quello di * , e ridueendo tutti i 

termini allo stesso denominatore , si troverà 

d{ b' a" — a'b" ) + d'( ab" — La" ) — d"\ ab' — ba! ) 

x 5 — 

c( b'a" — a'b" ) -f- c< ( ab" — L" ) — c" ( àb< — ba' ) 
, Se si fossero fatti sparire i termini affetti da x , e da a , a- 
vremmo avuto y ; le lettere m, e n sarebbero dipendute dalle 
due equazioni 

am -J- a'n si a" , cm -{- c'n si c" , 
e , operando come qui sopra , si sarebbe trovato 

d ( c'a" — a'c" ) -f d< ac" — ca" ) — d» ( ac’ — ca' ) 

z- — — 

b ( c'a" — a'c" )-{-£'( ac" — ca":) — b" ( ac' — ca' ) 

Finalmente, ponendo 1 ' equazioni 

brn -{- b'n zs b'' , cm -j- d n si c" , 

•j farebbero disparire i termini moltiplicali per y , e per z : e 
5’ otterrebbe. 

d ( db" — b’c" )+d'( bc" — cb" )—d"( be'— cb< ) 
CC ZS «■ — ■ ■ ■ ■ ■ ■ - 

a ( db"— b'c" ) + «'( bc" — cb" ) — a"( bd — cb< ) 

Sviluppando questi valori in modo da rendere i loro termi- 
ni alternativamente positivi, e negativi, e cangiando nel tem- 
po stesso i segni del numeratore, e quelli del denominatore , 
nella prima e nella terza , potremo dar loro le forme seguenti I 


ab 1 di' — ad' b" -{- da' b" — la' d" + bd' a" — db' a " 



ab 1 c" — ad b" -f ca' b" — ba’ c" -f be' a" — cb' a"’ 


87. Sieno le quattro equazioni 
a x ~J- b y -}- c z d u zS e , 
a 1 x -f- b‘ y -j- c' z -f- d 1 usi d , 
a" oc -|- b" y -j- c"z -|- d''u si c" , 
a"'x+ b"‘ Y 4- d'"in 3 d", 

»i moltiplicheranno la prima per m, la seconda per « , la 
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terza per p ; si sommeranno i prodotti , • togliendone in se* 
guito la quarta , troveremo 


( am -f a 'n + a"p — a'" )x-f( bm -j- b'n -f- b"p-b HI )r 
*+•( crn H- c'n -f c"p — c"' )s-j- ( dm-\- din 4» d"p—d‘ lr )u 
— cm-\- e'n - }- e"p — e 1 " 

Per aver u porremo 

am -f- a'n + a"p — a" 1 , 
bm -j- b'n -|* b"p — b 111 f 
cm c'n -j- c" p — c"' ; 

ed avremo 


em -(- e'n -f- e"p — e" ] 

“ = — 

dm -j" d'n -f- d" p — d"l 


L’ equazioni precedenti , le quali debbono dare m , n , e 
p , si risolverebbero col mezzo delle formule trovate pel caso 
di tre incognite. Questo andamento dee sembrar comodissimo 
e semplicissimo ; ma 1’ osservazione della forma de’ resultati 
ottenuti qui sopra somministra il modo di ritrovarli senz’ al- 
cun, calcolo. 

88. Per risalire al primo anello della catena , prendo 
1’ equazione a una incognita ox = b ne ricavo 



a 

dove si vede che il numeratore è il termine cognito b , «d il 
denominatore è il coefficiente a dell’ incognita. 

Le due equazioni 

ax -J- by ~ c , a'x -j- b' y = c ' , 

hanno dato 

eh' — be' ac' — ca‘ 

* = , y— . 

ab' — ba. 1 ab'— ha' 


Il denominatore si compone ancor qui delie lettere a , a' , S, 
b' , che moltiplicano le incognite : si scrive primieramente la 
lettera a accosto alla lettera b , il che da ab j si cangiano in 
seguito a , e b tra di loro per avere ba , e dando a questa 
disposizione il segno — , viene ab — ba j si pone finalmente 
un apice alla seconda lettera di ciascun termine : ecco forma- 
to il denominatore ab' — ba'. 

Vediamo adesso in qual maniera possiam dedurne il nume- 
ratore. £ facile il vedere che per quello di x si cangiano la 
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a in c , e i b in c per quello di y « poiché con lai mezzo ti 
trova per uno cb ' — be', e per l’altro oc' — co! . Il numera- 
tore dunque deducesi dal denominatore , nel caso di due in- 
cognite come nel caso dì una sola , cangiando il coeffi- 
ciente dell' incognita , che cerchiamo , nel termine tutto co- 
gnito , e conservando d' altronde gli apici tali quali come 
essi sonai 

La sola ispezione dei valori resultanti dall’ equazioni a tre 
incognite serve per far vedere eh’ esse non isfuggouo a questa 
regola. A riguardo del ior denominatore , bisogna un poco 
più d’attenzione per conoscerne la forma. Frattanto , poiché 
nel caso di due incognite il denominatore presenta tutte le 
disposizioni possibili di due lettere >o , e b , che moltiplicati 
queste incognite , è naturale il pensare che , quando vi saran- 
no tre incognite , il denominatore debba contenere tutte le di- 
sposizioni delle tre lettere a , b , c ; e per formare queste 
disposizioni con ordine , ci conterremo nella maniera seguente. 

Si formano primieramente le disposizioni ab — ba delle due 
lettere a e b ; in seguito delle prima ab si scrive la lettera 
c , e si ottiene abe ; e facendo passar questa lettera in tutti i 
posti , avendo ì'atteuzione di cangiare il segno ciascuna vol- 
ta , e di non turbar l’ordine respelli vo di a , e b , ne resulta 

abe — acb -f- cab. 


Operando nello stesso modo sulla seconda disposizione delle 
due lettere — b , si trova 

— bac -J- bea — eba : 


riunendo que irodotti ai tre precedenti } poi segnando le 
seconde letler on un apice , e le terze con due , s’ ottiene 

ab'c r .c'b'l + ca'b" -r- ba’Jt + be' a" — cb'a” ; 

re»"*’ orme a quello, che presentan le formule ottenute 

in. > ..lente. 

E facile concluder da ciò che , per formare il denominata- 
re uel caso di quattro incognite , bisognerebbe introdurre la 
lettera d in ciascuno d^ sei prodotti 


abe — acb -j* cab — bac bea — eòa , 

e fare ad essa occupar successivamente tutti i posti 5 
dotto abe , per esempio , somministrerebbe i quattro 

abed — abdc 4- adbc — dabe, 

* 1 

Operando nella stessa maniera sopra gli altri cinque 
di tre lettere , il resultato totale avrebbe ventiquattro 


il pro- 
seguenti 


prodotti 
termini } 
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in ciascuno de 1 quali la seconda lettera porterebbe un apice , 
la terza due , e la quarta tre. I numeratori della incognite 
w i * , y , e x si otterrebbero per mezzo della regola oi* 
tata qui sopra (*). 

89. Per far servire queste formule alla risoluzione dell’eqna* 
zioni numeriche , bisoguerà paragonar termine a termine l’ equa* 
sioni proposte coll’ equazioni generali de’ numeri precedenti. 
Ad oggetto di risolvere , per esempio , le tre equazioni 


7 * + + 22 ~ 79 » 

8x + 7 ^+ 9 Z=I 23 , 

t\j -J- 5 * = 55 , 


bisognerà paragonare , termine a termine , queste equazioni 
con quelle del n. s 86 , il che darà 


a— 7, b = 5 , c = 2 , = 79, 

a 1 — 8 , b' = 7 , c' = 9 , d' = 1 23 , 
a"= 1 , b"z=z 4 , e"= 5 , d"— 55 , 


Sostituendo questi valori nell’ espressioni generali deU'incogni* 
te x , y , e t , ed effettuando le operazioni indicale , troveremo 

* = 4 , / = 9 ) * » 3 - 

E importante osservare che le medesime espressioni serviran- 
no ancora allorquando l’ equazioni proposte uou ‘vranno lutti 
i loro termini aifetii dal segno -j- , come s orari supporlo 
l’ equazioni generali , da cui $0110 dedotte queste espressioni. 
Se si avessero , per esempio , 1 

3 x — gy -|- 8 z a 4* 

— 5 x -{- 4y 4* 2 z a — 2 , 

11* — 7y — 6 j2 37 ,1 ,,e 

bisognerebbe , paragonando i termini di q e equazioni ai 
loro corrispondenti nell’ equazioni generali , ' ^ ' riguardo ai 
segni; il che darebbe i; , Q0 oJr , 


es+ 3 ,i=- g,c=!+8,rf =2 ' '$>*■ 
a!~ — 5 , V - + 4, c' s 4- 3 , df =; — 20 , 

a"— +11, b n ZZ * — 7 , c" SS — 6 , cP's + 37 , 


(*) // ^ig. Laplace , nella seconda Parte delle Memorie 
dell' Accademia delle Sciente per l'anno 177 2 ) pagina 294^ 
/uz dimostrate queste regole a priori. V edele ancora gli An- 
nali di Matematiche pure c applicate del Sig. Gergonn* , 

T l IV. P ag. 
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e determinare in seguito , conformemente alle regole del n. 3 i, 
il segno , che dere aver ciascun termine dell' espressioni gene* 
rali di x , y , a avendo riguardo ai segni de’fattori , dei qua* 
li è composto. Operando in questa maniera si troverebbe , per 
esempio , che il primo termine del denominatore comune , 
eh’ è ab'c" , divenendo -J- 3 X +4 X — 6 , cangia di se* 
gno , e produce — qa. Facendo la medesima attenzione a ri* 

S ua r do degli altri termini tanto dei numeratori , quanto, dei 
enominatori , e prendendo da una parte la somma di quelli, 
che son positivi , e dai l’altra di quelli , che son negativi , si' 
troverà 


a 77^ — 2834 

593 — 622 


—60 

— r a + a » 



3oaa — 3g3a. -f-90 

■ — — a a 

5 ga — 6aa — 3 o 


3 , 


3859-3889 — 3 o 

«a — ■ — s + ». 

5g2 — 8aa — 3 o 

* j. ‘ V 

Dell . 'azioni di secondo grado a una sola ,• 

incognita . 

90 Nell’ equazioni , che ho trattato fin qui , le incognite noti 
arrivavano che alla prima potenza , ovvero . non eran molti* 
plicate tra loro : oneste equazioni non erano che del prima 
grado j ma , se sol mente si proponesse il problema seguente j 
Trovare un numeri , il quale essendo moltiplicato pel suo quin- 
tuplo , il prodolt sia eguale a ia 5 , denotando questo numera 
per x , il suo quintuplo sarebbe 5 x , e si avrebbe ( 

5 x’ a ia 5 . 

Questa equazione è del secondo grado perchè contiene , 
ovvero la seconda potenza dell' incognita. Se questa seconda 
potenza si libera dal suo coefficiente 5 , otterremo 
125 

«* a — ~ , ovvero x* a a 5 .' 

5 , 

Non si saprebbe qui concludere il valor dell'incognita corno 
pel n.° 11, ed il problema proposto è solamente condotto a - 
Covare un nmpero , il quale moltiplicato per se stesso dia 
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95. Con un poco di attenzione si riconosce che questo nume- 
ro è 5 , ma succede raramente che si possa indovinare co- 
sì la risoluzione cercata siamo dunque condotti a questo 
nuovo Problema numerico : Trovare un numero , che moltipli- 
cato per se stesso dia un prodotto eguale ad un numero pro- 
posto , ovvero , eh* è la stessa cosa , ritornar dalla seconda 
potenza al numero , che 1’ ha prodotta , e che si chiama la 
sua radice quadrata. Vo ad occuparmi primieramente della 
risoluzione di questo Problema , perchè dessa servirà per de- 
terminare le incognite in tutte P equazioni di secondo grado. 

^ 91. Il metodo, che bisogna impiegare all'oggetto di trova- 
le , o estrar le radici dei numeri , suppone che si conoscano 
le seconde potenze di quelli , che sono espressi per mezzo 
d' una sola cifra ; ecco dunque i nove primi numeri colle loro 
seconde potenze scritte al disotto di ciascheduno 


1 s * s 3 , 4 > £ , 6 , 7 , 8 , 9 , 

i , 4 > 9 » 16 , a 5 , 36 , 49 , 64 , 8r . 


Si vede da questa .Tavola la seconda potenza d’ un numero 
espresso da una sola cifra non ne contien piu di due : io , 

eh’ è il più piccol numero espresso da due cifre , n’ha tre nel 
suo quadrato 100. Per prepararsi a decomporre la seconda 
potenza d’ un numero espresso da due cifre , ' >gna prima 
studiarne la formazione ; e, pèr questo, passo cercare come 
ciascuna parte del numero 47 ■> P er esempio concorra alla 
produzione del quadrato di questo ^numero. 

Si può decomporre il 47 In 4 ° •+• 7 j cioè in 4 decine , 
e 7 unità ; rappresentando per a le decine del numero pro- 
posto , e per b le sue unità , la di lui seconda potenza sarà 
espressa per . 

(a -J* 5 ) (a -f“ J) £- a 1 -f* 3 ab -f- , > 11 j 
e vale a dire , eh’ essa conterrà tre parli , ci j : il quadrato 
delle decine , due volle il prodotto delle decine per le unità , 
ed il quadrato delle unità.' .Nell’esempio , cb° ho scelto , 
SS 4 decine., . ovvero 4° unità , e b S 7 j a .tuo dunque 


a* ^'i6o‘a 
lab S 56 o 



Totale o 1 -f- 2 ab + 4 * a 2209 «47 X 47 * 

Per ritornare adesso dal numero 2209 alla sua radice 47 » 
osserveremo primieramente che il quadrato delle decine, 1600, 
non ha cifre significative d’ un ordine inferiore alle centinaia, 



lofi elementi 

e ch’egli è il maggior quadralo, che possano contenere le aa 
centinaia di 3209, poiché aa cade tra 16, e a 5 , vale a dire 
tia il quadrato di 4 , e quello di 5 , come il 47 cade tra 4 
decine , ovvero 4 ° 1 e 5 decine , ovvero 5 o. 

Se dunque cerchiamo il maggior quadrato contenuto in aa 
troveremo 16 , la cui radice 4 esprimerà le decine di quella 
di aacg : togliendo in seguito 16 centinaia , ovvero 1600 , 
da 3309, il resto 609 conterrà ancora il doppio prodotto delle 
decine per le unita , cioè 56 o , ed il quadrato delle unità , 
ovvero 49- Ma il doppio prodotto delle decine per le unita 
non avendo cifre d’ un ordine inferiore alle decine , deve tro- 
varsi nelle due prime cifre Co del resto 609 , le quali conter- 
ranno in oltre le decine provenute dal quadrato delle unità.; 
Frattanto, se dividiamo 60 per 8 , eh’ è il doppio delle de- 
cine , avremo , trascurandone il resto , un quoziente 7 eguale 
alle unità cercate. Dipoi , moltiplicando 8 per 7 , formeremo 
il doppio prodotto delle decine per le unità , Cioè 56 o , e to- 
gliendolo dal resto totale 609 , otterremo nna differenza 49 , 
la quale debb’ essere, e lo è difallo, il quadrato delle unità. 

L’ operazione , della quale ho qui ragionalo , si dispone 
nel modo segueute t 


32,09 

47 

r6 

87 

60,9 


609 



000 ■ j, . • 

Si scrive il numero proposto come se si trattasse di divider- 
lo per un altro , e si destina per la radice il posto , che do- 
vrebbe occupare il divisore. Dipoi si separano per mezzo di 
una virgola le unità , e le decine , affine di non considerare 
ebe le due prime cifre sulla sinistra , le quali debbono conte- 
nere il quadrato delle decine della radice. Si cerca il mag- 
gior quadrato 16 contenuto in queste due cifre ; si porta la 
radice 4 al posto , che le è stato destinato , e si toglie 16 da 
32 ; allato del resto 6 s’ abbassano le due altre cifre 09 del 
numero proposto ; si separa 1' ultima , che non entra nel dop- 
pio prodotto delle decine per le unità, si divide la parte re- 
stante a sinistra per 8 , doppio delle decine della radice , il 
che dà per quoziente le unità 7 5 e per formar simultanea- 
mente le due ultime parli del quadrato , che deggion esser con- 
tenute in à.9 , si scrive 7 allato di 8 , e uè resulta 87, egua- 
le al doppio delle decine , piu le unita , ovvero ia-\-b , e 
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che essendo moltiplicato per 7 , ossia per b , riproduce 609 
E=a ab-\-b* , ovvero il doppio prodotto delle decine per le uni- 
tà , più il quadrato delle unità : facendo la sottrazione non 
resta niente , e 1’ operazione terminata , dimostra che 47 è la 
radice quadrata di 3209. 

Si debba ancora estrar la radice quadrata da 3 a 4 ; dispon- 
go l’ operazione nel modo , che segue ; 


3,24 

1 

18 

23 , 4 

2» 

33 4 




OO 0 



• secondo ciò , che è stato già detto , trovo 1 per le decine 
della radice ; queste decine essendo raddoppiate , mi danno 
il numero 2 ; per il quale bisogna dividere le due prime ci- 
fre aa del resto. Ora 22 contiene 3 undici volte , e nella ra- 
dice non solamente non si può avere nè piu di 10 , nè 10 j 
ma anco il 9 stesso sarebbe troppo grande nel caso attuale f 
poiché scrivendo g allato di 2 , e moltiplicando 29 per 9 , 
come lo prescrive la regola , & averebbe per resultato 261 , il 
quale non potrebbe togliersi da 234. Non si deve dunque ri- 
guardare la divisione di 22 per 2 sennonché come uu mezzo 
approssimativo per trovar le unità , e bisogna diminuire il 
quoziente ottenuto lino a tanto che arrivisi ad un prodotto , 
che non sorpassi il resto 224 ; condizione , alla quale sodisfa 
il numero b, poiché bX>^ ==32 4i duuque la radice cerca- 
la è 18. 

Formando le tre parti del quadrato di 18 , si trova ; 
a * ss 100 
2 ab zi 160 

ò’ = 6 4 


Totale 324 s; 18 X >8. ' / 

e si vede che le sei decine , le quali sono contenute nel qua- 
drato delle unità , essendo riunite a 160 , doppio prodotto 
delle decine per le unità , alleran questo prodotto di manie- 
ra che la divisione pel doppio delle decine non può più da- 
re le sole unità. 

92. L’estrazione della radice quadrata di un numero com- 
posto di tre , o quattro cifre , non può arrecare alcuna diffi- 
coltà dopo ciò , che precede 3 ma sono necessarie ancora a sa- 
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persi alcune parlioolarità per porre il Lettore in istato di eslrar 
la radice da un numero espresso da quante cifre si vogliano; 
e vedremo che tali particolarità dipendono dai principi digià 
«piegati. « 

Ogni numero al disotto di 100 non avrà piu di quattro ci- 
fre uel suo quadrato , poiché quello di 100 è 10000 , ovvero 
il più piccol numero espresso da cinque cifre. Ciò posto , per 
esaminare la formazione del quadrato di un numero al di so- 
pra di ioo, di 47^ , per esempio , si potrà decompor questo 
numero in 47 °-f - 3 , ovvero 47 decine più 3 unità; e per 
dedurre il suo quadrato dalla formula 
a’ -{- 2 ab -J- b % 

faremo «=47 decine — 47 ° unità , b = 3 unità , donde 


o* — 220900 
2 ab " 2820 


b '~ 9 

Totale 223729 :=: 473 X 473 * 

Si vede in quest’esempio che il quadrato delle decine non 
ha cifre significative di un ordine inferiore alle centinaia ; e 
ciò debb’ essere in generale , poiché delle decine moltiplicate 
per delle decine producono sempre delle centinaia ( Arilm. 32 Jq 
Dunque nella parte 2287 , che resta sulla sinistra del nu- 
mero proposto , dopo che n 1 avremo separate le diecine , e le 
unità , dobbiamo cercare il quadrato delle decine ; e siccome 
473 cade tra 47 decine , ovvero 470 , e 48 decine , ovvero 
48o , il 2237 deve cadere tra il quadrato di 47 j e quello 
di 48 ; dal che segue che il maggior quadrato contenuto 
in 2237 sarà quello di 47 r ovvero delle decine della radice.) 
È evidente che , per ritrovar queste decine , bisogna operare 
come se si volesse estrarre la radipe quadrata da 2237 ; ma , 
in vece di giungere ad un resultato esatto,, si troverà un re- 
sto contenente le centinaia formate dal doppio prodotto delle 
47 decine moltiplicate per le unità. 

Per effettuare il calcolo , si dispone 1 ’ operazione come si 
vede qui apresso : 


33 , 37,29 ] 
lt) 

5377 

9 

282,9 
282 9 


izl 

87 

943 
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Di separano in primo luogo le due ultime cifre iq , e per 
estrar la -radice dal numero 2237 , che resta sulla sinistra , 
si separano pure le due ultime cifre 3 7 di questo numero ; 
in tal maniera il numero proposto è diviso in membri di due 
cifre andando dalla destra verso la sinistra. S’opera sopra i primi 
due membri come abbiam fatto nel numero precedente sul nu- 
mero 2209 , e si ottengono le due prime cifre A'j della radi- 
ce ; ma s> trova un resto 28 , il quale , unito alle due cifre 
29 dell ultimo membro contiene il doppio del prodotto del- 
le 47 decine per le unità , ed il quadrato delle unità. Si se- 
para a cifra 9 , la quale non può far parte del' doppio pro- 
dotto delle decine per le nnità, e si divide 282 per 9 4,dop- 
pto delle 47 decine ; scrivendo il quoziente 3 allato del q£ , 
e moltiplicando 943 per 3 , viene 2829 , numero precisamenl 
e eguae al u limo resto, e 1’ operazione è così terminata. 

90. ter lar vedere come si debba operare sopra un nume- 
ro qualunque, estrarrò adesso la radice da 22391824. Oua- 
unque sia questa radice , possiamo sempre concepirla decom- 
posta in decine, e in unità come negli esempi precedenti. 11 
quadrato delle decine non avendo alcuna cifra significativa 
di un ordine inferiore alle centinaia, e le due ultime cifre 
non potranno esservi comprese 5 si separeranno dunque , e il 
problema sara ridotto primieramente a cercare il maggior qua- 
drato contenuto nella parte 223 9 t8, che resta a sinistra. Que- 
sta parte essendo composta di p,ù di due cifre, bisogna con- 
c u ere che il numero , il quale esprime le decine della radi- 
ce cercata , ha piu di una cifra ; questo numero può dunque 
anch esso esser decomposto in decine , e unità. 11 quadrato 
di queste decine non entrando nelle due ultime cifre ,8 del- 
a parte 220918 , bisognerà dunque cercarlo nelle cifie 223q, 
che restano a misura ; e poiché anche 223 9 ha più di due 
cilie , il quadratq, che egli deve contenere, ne conterrà al- 
meno due nella sua radice ; il numero esprimente le decine, 
che noi cerchiamo , avrà perciò più di una cifra : adunque 
finalmente bisognerà cercare nel 22 il quadralo di quel nu- 
mero , che rappresenta le unità dell’ ordina il più elevato del- 
a imandata radice. Da questa serie di ragionamenti , che si 
possono spingere tanto lontano quanto vorremo , il numero 
proposto si troverà diviso in membri di due cifre andando dal- 
la destra a sinistra : è necessario nulladimeno di esser pre- 
soh^'c fV 6 ^ U ^ m0 me,IJ bro a sinistra potrà contenere una 

11 numero proposto essendo così diviso in membri e disposto 
come si vede nell’esempio, che segue, si opera sui tre primi mem- 


r 


i 


/ 
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bri come nell’esempio del n.® precedente, 22, 39, 18, a4 

ed allorché avrein trovate le tre prime ~ g 

cifre 47^ , allato al resto 189 abbassere- — 
mo il quarto membro 24 , e si conside- ® 3 , 9 
rerà il numero 18924 come contenente il 9 
doppio prodotto delle 473 decine trova- 3 0t ? $ 
te per le unita cercate , più il quadrato 282 g 

di queste unita. Si separa l’ultima cifra 5 r— — 

4 , e si dividono quelle , che restano a *? 9 a > 4 
sinistra , per 94G, doppio di 473 , e si ia 9 a 4 

fa in seguito la verificazione del quozien- 0000 o 

te 2 , come nelle operazioni antecedenti* 

L’ operazione in questo esempio è compiuta ; ma è facil ve- 
dere che, se vi fòsse una casella di più; le quattro cifre tro- 
vale 473 2 esprimerebbero le decine di una radice , di cui si 
cercherebbero le unità , e che , per conseguenza , bisognereb- 
be dividere il resto , che allora si avrebbe , più la prima ci- 
fra del membro seguente pel doppio di queste decine , .e così 
di seguito per ciascuno dei membri da abbassarsi successi- 
vamente 

94. Se succedesse che, dopo avere abbassato un membro, 
il resto unito alla prima cifra di questo membro non conte- 
nesse il doppio delle cifre trovate , bisognerebbe porre zero 
nella radice , poiché allora la radice non avrebbe unità di 
quest’ ordine : si abbasserebbe in seguito il membro seguente 

£ er continuare 1' operazione secondo il solito. 

/esempio qui unito è relativo a questo ca- 49,42,09 

so. Non si sono scritte le quantità da sottrar- 04,20,9 
si , ma si son effettuate le sottrazioni a men- 00 00 o 
le , come nella divisione. 

95. Tutti i numeri proposti non son quadrati perfetti , e 
gettando gli occhi sulla Tavola della pagina io 5 si vede che 
tra i quadrati di ciascuno dei nove primi numeri esistono del- 
le alcune comprendenti più numeri , i quali non hanno radi- 
ce; 45 , per esempio , non è un quadrato, poiché cade tra 
36 , e 4 g. Succederà il più delle volle che' il numero , del 
uale si cercherà la radice quadiata , non 1 ’ avrà ma operan- 
o come se il numero 1 ’ avesse , il resultato sarà la radice del 
maggior quadrato possibile , eh’ esso contiene. Se si cerca per 
esempio , la radice di 2276 , troveremo 47 » ® resterà 67 ; il 
che dimostra che il maggior quadrato contenuto in 2276 è 
quello di 47 , ovvero 2209. 

Siccome potrebbe restar dubbiezza ,> dopo d’ aver trovata la 
radice del maggior quadrato contenuto in un numero , d’ aver 
posta qualche cifra troppo piccola nella radice , ecco ua me*- 

v 
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ko di riconoscere se il resto sia troppo considerabile , e se la 
radice trovata sia troppo piccola. Il quadralo di o -}- b essendo 
a’ -j- 2 ab Z>* , 

se facciamo i^t, il quadrato di a -|~ t sarà 
a’ -}- 2« -j- i ; 

quantità , che differisce da a ’ , quadrato di a , del doppio di 
a piu T unità.; Dunque , se la radice trovata dovesse essere au- 
mentata dell' unità , o di più dell' unità ; bisognerebbe che il 
suo quadrato , tolto dal numero proposto , lasciasse un resto 
almeno eguale a due volte questa radice , più f unità. Tutte 
le volle che questa circostanza non avrà luogo, la radice estrat- 
ta sarà sicuramente quella del maggior quadrato contenuto nel 
sumero proposto. 

96. Poiché , per moltiplicare una frazione , per mia fra- 
sione , bisogna moltiplicare i numeratori tra loro, .come pure 
i denominatori , è manifesto che il prodotto d’ una frazione 
per se stessa , ovvero il quadrato di' una frazione è eguale al 
quadrato del suo numeratore diviso per il quadrato del suo de- 
nominatore. Segue da ciò che , per estrarre la radice qua- 
drata da una frazione , bisogna estrar quella del suo nume- 
ratore , e quella del suo denominatore. Così la radice di 
a 5 , 5 

— è — » , perchè 5 è la radice di 25 : e 8 quella di 64. 

8 


È una cosa importantissima da osservarsi che non solamen- 
te i quadrati delle frazioni propriamente dette son sempre del- 
le frazioni , ma che ogni numero frazionario irriducibile , es- 
sendo moltiplicato per se stesso , darà sempre un numero fra- 
zionario pure irriducibile. 

97. Questa proposizione riposa sulla seguente : Ogni nu- 

mero primo P , che divide il prodotto AB di due numeriti , 
e B , divide necessariamente uno di questi numeri. 

Suppongo che esso non divida B , e che B lo sorpassi , 
designando con q il quoziente intero di questa divisione , e con 
B 1 il resto , avremo 

BziqP + B' , 

di dove moltiplicando per A , dedurremo 
AB -qAP+ AB 1 , 

e dividendo i due membri di quest' equazione per P , n' ot- 
terremo 
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di dove resulta clje la divisibilità di AB per P porta seco 
quella del prodotto AB 1 pel medesimo (numero. Ora B' es- 
sendo il resto della divisione di B per P , è necessariamente 
minore di P ; così non potendosi dividere B 1 per P ì si di- 
viderà P per B' : avremo un quoziente q ' , ed un resto B" ; 
quindi divideremo P per B ", ed avremo un quoziente q" ei 
un resto e cosi di seguito , poiché P è un numero primo^ 

Ciò posto avremo , questa serie d’ equazioni 

P — q'B' + P" P = q"B' + B'" t ec. ; 
e moltiplicando ciascuna di queste equazioni per A , otterremo 
AP = q' AB' + AB" ; AP = q"AB" + AB'" j ec. ; 

dividendo per P , verrà 

AB' AB" AB" AB'" - 

A — q' Ht i A—q " — ■ — I >,ec. j 

P P ^ P P 

resultati i quali fanno vedere che AB' essendo divisibile pét 
P , i prodotti AB" , AB'" , ec. lo devon essere pure. Ma 1 
resti B' , B" , B '" , ec. divenendo sempre più piccoli , si de* 
ve cader finalmente sull’ unità , poiché le operazioni indicate 
qui sopra si continuano nella stessa maniera fintantoché i resti 
sorpassano t , attesoché P è un numero primo ; e quando 
siamo arrivati all’ unità , abbiamo il prodotto A X > i che 
dev’ essere divisibile per P : dunque ancor A dev’ essere divi- 
sìbile per P. 

Segue da ciò che , se il numero primo P , il quale si sup- 
pone non divider B , non divide' neppure A , non dividerà 
nemmeno il prodotto di questi numeri. 

( Questa dimostrazione è , presso a poco , estratta dalla 
Teoria dei numeri di M. Legendre ) (*). 

b 

98. Frattanto allorché la frazione — è irriducibile , non 

a 

Vi è alcun numero primo , che possa dividere ad un tempo 
b ed a ; e siccome , dopo ciò che precede , ogni numero 
intero , che non divida a , non può dividere a X a > ovvero 

(’) È facile a vedere , che questa Proposizione si estenda 
ad un prodotto composto di tanti fattóri quanti vorremo , e 
che se questi fattori sono tutti numeri primi , il prodotto non. 
può esser diviso per nessun a\tto numero ; il che dimostra che 
la decomposizione di un numero in fattori semplici (Aritm-iSi) 
non può effettuarsi che in una sola maniera. 
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*»*, e qualunque tiutnero primo , che non divida b , ftoh divi- 
de neppure ovvero A* 5 dunque allora i numeri o‘ 

e , A’ sono primi tra loro ; ed in conseguenza il quadrato 
A’ b 

— della frazione — , essendo irriducibile comé questa fra- 
ri* a 

eione , non potrebbe mai essere un numero intero. 

gg. Resulta da quest’ ultima proposizione che tutti i nume- 
ri interi , i quali non son quadrati perfetti , non hanno radi <• 
ce non solamente in numeri interi , ma neppure in numeri 
frazionari. Frattanto si concepisce che dev’ esistere una quan- 
tità , che moltiplicata per se stessa produca un numero qua- 
lunque , 2276 , per esempio , e che in tal caso questa quan- 
tità è compresa tra 47 , e 48 ; poiché 47 X 47 8à un pro- 
dotto minore di questo numero , 48 X 4 ® ne da uno mag- 
giore ; e dividendo l’ intervallo j che v’ è tra 47 , e 48 , in 
frazioni 4 si trovan dei numeri , i quali moltiplicati per loro 
stessi danno dei prodotti maggiori del quadralo di 47 , minori 
di quello di 48 , ed approssimanti di piu in più al nume- 
ro 2276. 

L'estrazione della radice quadrata applicandoli a’ numeri ^ 
i quali non son quadrati perfetti , da dunque origine ad un* 
nuova specie di numeri , nello stesso modo , che la divisione 
genera le frazioni ; ma vi è questa .differenza tra le frazioni j 
è le radici de’ numeri , i quali non son quadrati perfetti, cioè 
che i primi , i quali si compongono sempre d’ un numero 
esatto di parti dell’ unità , hanno con quest’ unità una misura 
comune , ovvero un rapporto espresso da dei nurneii interi j 
laddove che i secondi non i’ hanno. 

Se si concepisca 1 ' unità come divisa in cinque parti , per 
esempio , s’esprime con nove di queste parti , il quoziente 
della divisione di g per 5 , ovvero | ; j essendo contenuto 
cinque volle nell’ unità , e nove volte in | è la comune 
misura dell* unità , e della frazione | ; ed il rapporto di que- 
ste quantità è quello dei numeri interi 5 , e g. 

E considerando die i numeri interi, come ptir le frazioni, 
hanno coll’ unità una misura Comune si dice che queste quan- 
tità sono comtnensurabiti coll’ unità , ovvero semplicemente 
commensurabili $ e perchè x loro rapporti * o ragioni con l’uni- 
tà son espresse da numeri interi , s’ indicano pure i numeri 
interi , e le frazioni sotto la comune denominazione di nume- 
ri razionali. 

Al contrario la radice quadrata di un numerò ; il quale herfl 
è quadralo perfetto, è incommensurabile , ovvero irrazionale 1 

Algebra 8 
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pcrclià non polendo essere rappvesenlala da alcuna frazione , 
ne segue che in qualunque numero di parli si supponga divi- 
sa l'unita , non ve ne sarà mai alcuna , per quanto piccola 
sia , che possa misurare nel medesimo tempo , ed in una mn- 
piera esalta , questa radice , e 1’ unità. 

Per indicare in generale una radice da estrani , sia che si 
possa ottenerla esattamente , o nò , ci serviamo del segno \ 
che chiamasi radicale ; > 

yi6 è la stessa cosa che 4 ■> 

Y^ 'e incommensurabile , o irrationale. 

too. Benché non si possa per mezzo di alcun numero in- 
tero , o frazionario ottenere uu’ espressione esatta di nul- 
ladimeno possiamo approssimarvi di tanto quanto si vuole , 
convertendo questo numero in una frazione , il cui denomina- 
tore sia un quadrato ; e la radice del numeratore , presa sola- 
mente in numero intero , darà quella del numero proposto , 
espressa , in parti della specie indicata dalla radice quadrata 
dei denominatore. 

Se si converta , per esempio , il numero i in a 5 . m ì , avre- 
mo ìy. La radice di 5 o essendo 7 in numero intero , e quel- 
la di a 5 essendo esattamente 5 , avremo J , ovvero 1 | per 
la radice di 2 j valore , che differisce dal vero meno d’ un 
quinto. 

101. E manifesto da questa operazione fondata sopra ciò , 
che abbiamo veduto nel num.° 96 , cioè che il quadrato d’uns» 
frazione era espresso da una nuova frazione , la quale aveva 
per numeratore il quadrato del numeralor primitivo , e per 
denominatore il quadrato del denominator primitivo , s’ appli- 
ca a qualunque specie di frazioni che sia , e più facilmente 
ancora alle decimali , che a tutte 1 ’ altre. Infatti segue dal suo 
principio, che il quadralo d’un numero espresso in decimi 
debb’ esser composto di centesimi ; che quello d’un numero 
espresso in centesimi debb’ esserlo in diecimillesimi e cosi di 
seguito ; e che in conseguenza il numero delle cifre decimali 
del quadralo è sempre doppio di quello delle cifre della radi- 
ce. Quest’ ultima osservazione può dedursi ancora dal principio 
della moltiplicazione de’numeri decimali , il quale vuole che 
un prodotto contenga tante cifre decimali quante ve ne sono 
insieme in uno dei fattori e nell’ altro. Nel caso attuale , il 
numero proposto , come il prodotto della sua radice moltipli- 
cata per se stessa , deve aver due volte tante cifre decimali 
quante n’ha questa radice. 

Essendo ben inteso ciò che precede , è facil concluder- 
che , se si vuole ottenere la radice quadrala di 227 , per eseme 
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pio, approssimala fino ai centesimi , bisogna ridur questo nu- 
mero in diecimillesimi , e vale a dire, aggiungere quattro ieri 
alla destra di questo numero , il che darà 2270000 decimil- 
lesimi , da cui n’estrarremo la radice come da un simil nu- 
mero d' unita ; »na per indicare che il resultato debb’ essere 
in centesimi , separeremo cou UDa virgola le due ultime cifre 
sulla destra. Troveremo in questa maniera che la radice di 227, 
dentro 1’ errore più piccolo a’ uu centesimo , è 1 5 , 06. Eccone 
1’ operazione : 


2,27,00,00 

i 5 o 6 

12, 7 

25 

2 00 00 

3 006 

•9 6 4 j 



Se il numero proposto contenesse di giù dèi decimali , toso* 
getterebbe renderne il loro numero pari , come lo esige l’estra- 
zione della radice. Affine d’ estrarre , per esempio , la radice 
da 5 t , 7 , si porrebbe uno zero in seguito di questo numero 
perchè egli avesse almeno dei centesimi , e si estrarrebbe irt 
appresso la radice quadrata da 5 i , 70. Se si volesse avere una 
decimale di più , si porrebbero altri dne zeri in seguilo di que- 
sto numero , il che datebbe 5 i , 7000 , e troverebbesi 7 , 19 
per la sua radice. 

Quei , che vorranno esercitarsi , potratl cercare le radici 
quadrate de’ numeri 2 , e 3 con selle cifre decimali , il che 
esigerà eh’ essi pongano quattordici zeri alla destra di questi 
numeri , e dovran trovare per resultali 

VT=t, 4 i 42 i 36 , VT=i, 732 o 5 o 8 . 

102. Allorché si è trovato più della metà delle cifre , che 
si vogliono avere nella radice , si può ottenerne il rimanente 
mediante la sola divisione. Sia , per esempio , 32976; la ra- 
dice quadrata di questo numero è 181 con un resto 2 i 5 ; di- 
videndo questo resto 21 5 per 362 doppio di 181 , e spingen- 
do il quoziente fino a due decimali , avremo o, 5 g , che biso- 
gnerà unire a 181 , e ne resulterà 181 ,69 per la radice di 32976, 
esatta almeno fino ai centesimi. 

Per provar la legittimità di ciò che precede , indico per JV 
il numero proposto , per a la radice del maggior quadrato 
contenuto in questo numero , e per b ciò che bisogna aggiun- 
gere a questa radice affine d’ aver la radice esatta del numero* 
jiroposlo } avremo, dietro a queste denominazioni, 

à' aab-^-b * , 

ovvero JY- — a’ — 2 al>-\-b' 
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e dividendo per so , troveremo 

N—a * ^ b ' 

ia 2 a 

Questo resultato dimostra che il primo membro potrà esser 

b' 

preso per il valore di b ogni qual volta la quantità — sarà 

ia 

minore d’ un’ unità dell’ ordine meno elevato , che trovisi in 
b. Ma il quadralo d’ un numero non potendo avere al piu che 
due volte tante cifre quante n ha questo numero , ne segue , 
che , se il numero delle cifre di a sorpassa il doppio di quelle 
b 

di b , la quantità — sarà allora una frazione, 
a a 

Nell’esempio precedente a=i8r unità , ovvero 18100 cen- 
tesimi , ha per conseguenza una cifra di più del quadrato di 

b* . . 

5g centesimi ; così la frazione — diviene allora j 6aoo - , e si 

2a 

trova assai al di sotto di un’ unità della seconda parte 5g , 
"ovvero di un centesimo di unità della prima. 

io 3 . Ciò conduce ad un metodo per approssimarsi alla ra- 
dice quadrata di un numero per mezzo delle frazioni ordina- 
rie , continuando indefinitamente il metodo dell’ estrazione 
delle radici ; esso è fondalo su ciò che a essendo la radice del 
maggior quadrato contenuto iu N , b è necessariamente una 
b * 

frazione , e la quantità — essendo allora assai più piccola di 
la 

b , si può trascurare. 

Debbasi , per esempio , estrar la radice quadrata da 2 ; il 
maggior quadrato contenuto in questo numero essendo i,dopo 
di averlo tolto resta 1. Dividendo questo resto pel doppio del- 
la radice , si trova 5 ; prendendo questo quoziente per la quan- 
tità b , ai ottiene , per una prima approssimazione della ra- 
dice , 1 -J- 5 , ovvero |. Alzando questa radice al quadralo , 

ai trova | , che tolti da 2, ovvero da | , danno per reslo |. 

Iu questo caso la formula 

N—a' b' 

2a za 
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diviene 


d’aìcbbhx 
b' 


-.17 


~k = h + — 

uà 

prendendo — ? j per l , verrà per la seconda approssimazio- 
ne , | — :s~‘s > quadrando , si troverà , quantità 

che sorpassa ancor 2 , ovvero || 5 . Sostituendo i-J in luogo 
di a , resulterà 

■ . 


che darà 


-=A + 

1 ^X 34 


l'- 


uà 


12X34 4 q& 


la terza approssimazione sarà dunque 


>7 


17X34—1 577 


12 12 X 34 


408 


4o8 


E facile continuar quest’operazione quanto vorrassi. Darò nel 
Complemento di questo Trattalo altre lòrmule più comode per 
estrarre le radici generalmente. 

104. All’ effetto d'approssimarsi alla radice quadrala di una 
frazione , 1 ’ idea , che si oflre in principio , è quella di estrar- 
re per approssimazione la radice quadrata del numeratore , e 
quindi quella del denominatore ; ma facendo un poco di ri- 
flessione , ci accorgeremo ben presto che si può evitate una 
di queste operazioni , operando in modo che il denominatore 
sia un quadrato perfetto, il che non riducesi ad altro che a 
moltiplicare i due termini della frazione proposta pel denomi- 
natore suddetto. Se si avesse , per esempio , da estrar la ra- 
dice quadrata da | , si cannerebbe questa frazione in 
3 X 7 ai 

.... . .a 7 X 7 49’, 

moltiplicando i suoi due termini pel denominatore 7. La ra- 
dice dei numeratore di quest’ ultima frazione , essendo presa 
in numeri interi , dà *■ per quella di 1 j e questo resultalo 
differisce dal vero meno di un settimo 

Per conseguire un maggior grado di esattezza , bisognereb- 
be convertire , almeno per approssimazione , la frazioue in 
uu’ altra, il cui denominatole fosse il quadrato d’uu numero 
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maggiore di 7 - Avrebbe»!, per esempio , approssimata fino 
«la radice cercata, se si convertisse | in 325 mi , poiché 

a 2 5 è il quadrato di i 5 . ; cosi verrebbe ^ di aa 5 ™i ov- 
vero »£ 7 , valore , che differisce dal vero meno di 3 | T : la ra- 
dice df *4» è tra 77 , e r» > ma si approssima piu alla secon- 
da frazione che alla prima , perchè 96 è più vicino a io a 
che a 81 : si avrebbe dunque , ovvero | per la radice di ?) 
prossima al vero più di n- 

Se si volessero impiegare i decimali per estrar la radice ap- 
prossimata dai numeratore della frazione \\ , si troverebbe 4, 
583 per la radice approssimata del numeratore 21 , e si divi- 
derebbe questo resultalo per la radice del nuovo denominatore. 
Spingendo il quoziente Quo alla terza decimale, si trovereb- 
be o , 6 ) 5 . .... ,, 

ioó. Siaujo attualmente in istato di risolvere tutte 1 equa- 
zioni , n Ile quali non entra che la seconda potenza deli’ in- 
cornila combinata con delle quantità cognite. 

Serve per questo di riunire in un solo membro tulli i ter- 
mini affètti da questa polenta , poi liberarla dei suoi molti- 
plicatori per la regola del n.° 11, si ottiene il valor dell* in- 
cognita , estraendo la radice quadrata dalli altro membro . 

Sia , per esempio , 1 ’ equazione 

y x ’ — 8 = 4 — ? #*• 

Facendo sparire i divisori , trovasi primieramente 

' i 5 x' — 168=84 — 14**> 

Trasportando nel primo membro il termine i 4 ** , e nel secon- 
do il termine 168 , otterremo 

x 5 a;’-J-i 4 * , = 84 -j-i 68 , 
ovvero 293: 1 = a 5 z , 

e * —a, 

,* 

’ *» 

Bisogna osservar bene ohe per indicar la radice della fra- 
zione li? si deve far passare il segno V disotto della 

linea , che separa il numeratore dal denominatore. Se avessi 

V7óa 

scritto -- - , quest’ espressione avrebbe indicalo il quoziente 

che da la radice quadrata del numero a 5 z quando si divide 
per 39 , resultalo ben digerente dal primo , nel quale 1* di- 
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visione debb’ essere cfleituata prima dell' estrazione della radice. 
Sia ancora l’ equazione letterale 


ax * -f- ò 3 — + d l ; 

operando come sulla precedente , avremo successivamente 
ax' — ' ex * — — b‘ 

d*—P 

x'~ ; 

a — c 


m 



d’—b‘ 
a — c 


Farò osservare in questa occasione che , quando si vuole 
indicar la radice quadrala d’ una quantità complessa bisogna 
prolungar la linea superiore del radicale sopra tutta la quantità. 
La radice della quantità t\a'b — ai 5 -j- c 1 si scriverebbe nel 

modo seguente 

V 4 a'b — ai 1 -f- c i , 

ovvero ancora 

y (fya'b— ai '-f- c 3 ) , 

sostituendo alla linea superiore del radicale una parentesi con- 
tenente tutte le parti della quantità, dalla quale bisogna esitar 
la radice ; e quest’ ultima espressione può delle volle sem- 
brare preferibile all' altra (35). 

In generale , qualunque equazione di secondo grado della 
specie , che qui considero , potrà , per mezzo della trasposi - 
zion de’ suoi termini , esser ridotta alla torma 
px ' 

• q 

P ~ 

— '• indicando il coefficiente , qualunque sia , di x* 5 e rica- 

? 

vereno 
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io6. Per rapporto ai numeri assoluti questa risoluzione è 
Completa , poiché essa riducesi a praticar sopra il numero , 

aq 

sia intero , sia frazionario , che rappresenta la quantità — > 

' P 

un’ operazione aritmetica, la quale conduce serqpre ad un re- 
sultato esatto , o approssimante al vero d< tanto quanto vor- 
rassi ; ma avendo riguardo ai segni , dai quali le quantità 
posson essere afTette , 1’ estrazione della radice quadrata lascia 
un’ ambiguità , mediante la quale ogni equazione di secondo 
grado è suscettibile di due soluzioni , mentre che quelle di 
primo grado non n' hanno che una. 

Infatti , nell’ equazione generale x'~z5 , il valore di x es- 
sendo, la quantità , che alzata al quadrato produce a5 , essa 
potr» , se si considerano le quantità algebriche , essere affetto 
indifferentemente dal seguo , o dal seguo — ; poiché sia 
«he s’ indichi per -f-5 , o per — 5 , avremo egualmente pel 
suo quadrato 

+ 5 X + 5 == -f- a5 , ovvero — 5X““5=r-j-a5: 
possiam dunque prendere 

* = + 5 > 

ovvero x = — 5, 

Per la stessa ragione, dall’equazione generale 

aq 

ricaveremo indifferentemente 

P 

Ovvero 

»=-\/ 5 . 

P 

Queste due espressioni cotnprendonsi nella seguente 

* = ’ 
p 

ove il doppio segno z± denota che può essere affetto alter- 
nativamente dal segno ~j- , o dal segno — il valor nume- 
rico di 

Vi 

v p 
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Nasce da ciò, che abbiamo osservato , questa regola gene- 
rale , cioè , che bisogna dare alla radice quadrata di una 
quantità qualunque il doppio segno z£. 

Seguendo questa regola , si potrebbe domandare perchè , a» 
essendo la radice quadrata di se* , non si dà anco a a: il doppio 
segno z ±! . Risponderemo primieraraeute col sig. Develey ( Al- 
gebra d'Emilia , T. II. ) che la lettera x essendo stata posta 
semplicemente sema segno (evale a dire col segno -}-,) come 
simbolo dell’ incognita , fa di mestieri determinare il valore 
in questo stato ; e che quando si cerca un numero ® 5 il cui 
quadrato sia b , per esempio , non vi sono che queste due 
soluzioni possibili : x = -f- \ T, x ■ y5" • Oltfedicciò, quan- 
d’ anco , risolvendo 1’ equazione x'^zb , si scrivesse — x = 
yr, e si disponessero questi segni in tutti i modi possi- 
bili , cioè , 

-\-x = + yr, —x — — y 

+* = — y« > — * = + V* > 


non si otterrebbe nulla di più ; poiché , cangiando il segno 
dei membri della seconda equazione di ciascuna linea ( 5 ^) , 
ricaderebbesi sulla prima. 

107. Segue pure dalla considerazione de’ segui che , se il 
secondo membro dell’ equazion generale 

aq 

x '= — 

p 

fosse un numero negativo , 1’ equazione sarebbe assurda ; poi- 
ché il quadrato di una quantità affetta tanto dal segno -J- 
quanto dal segno — , essendo sempre affetto dal segno -(- . 
non si può trovare nè nell’ordine delle quantità positive , nè 
in quello delle negative alcuna quantità , il cui quadrato sia 
negativo. * 

Si esprime questa particolarità allorché diciamo che la radi- 
ce di una quantità negativa è immaginaria. 

Se si arrivasse all' equazione 

*’+ 35 “9) 

se ne ricaverebbe f 

**= 9 — o5 , 
ovvero * •— 16 : 


» 


ora , non v’ è alcun numero , che moltiplicato per se stesso 
pòssa produrre — l 6. È vero per altro che — 4 moltiplicato 
per -{- 4 dà— 16 j ma queste due quantità , avendo un segna 
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diverso , noa posson esser considerate come eguali , ed il loro 
prodotto non è per conseguenza un quadrato. Vedremo inse- 
guito nuovi scliiarimeuti su questa specie di contradizioue , 
ciie bisogna ben distinguere da quella del n.° 58 , che un 
semplice cangiamento nel segno dell' incognita ha fatto spari- 
re : nel caso preseute è il segno del quadrato a* , che biso- 
gnerebbe cangiare. 

108. Un’equazione di secondo grado ad una sola incognita, 
per esser completa, deve contenere tre specie di termini: cioè, 
termini aflelti dal quadrato dell’ incognita , altri affetti dall’ in- 
cognita al primo grado , altri finalmente lutti cogitili : tali 
sono 1’ equazioni 

x*—4 x— * 3 fa — *x*=4— " 2JT. 

La prima è , a qualche riguardo , più semplice della secon- 
da , perche essa non contiene che tre termini , e perchè il 
quadrato di a: è preso positivamente , e non ha per coefficien- 
te che 1’ unita. L’ equazioni di secondo grado , prima di ri- 
solverle si pongono sempre sotto quest’ ultima forma ; di tal, 
maniera che desse possono esser allora rappresentale dalla, for- 
inola seguente 

p , e (j indicando quantità cognite , si positive , che negative. 

È manifesto che ridurremo qualunque equazione di secondo 
grado a questo stato , i.° passando in un sol membro lutti i 
termini affetti da x( io) ; i.° cangiando il segno a ciascun 
termine dell’ equazione per render positivo quello di at’ , se 
esso fosse negativo iu principio ( 57 ) ; 3 dividendo tutti t 
termini dell’ equazione pel moltiplicatore di x r , se questo qua- 
drata .lo ha ( 1 1 ) , ovvero moltiplicando pel suo div isore , se 
desso è diviso ( ia ). 

Applicando queste regole all’ equazione 

4 * — | = 4 — 21 » 

essa diviene , allorché si passano nel primo membro i termini 
affetti da * , 

— J a:*+6j:= 4 j 

quando sì cangiano i segni , 

fa' — 6* = — 4 » 

quando si moltiplica pel divisore 5 , ' 

3*’ — 3o* = — ao , 
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e quando dividevi pel moltiplicato 3 , 
x» — ìox ss— • 

Paragonando quest’equazione colla formula generale 
x 1 P x — ‘t » 

«'avrebbe, per questo caso particolare, 

IO 

p — — io, q — —- T - 

109. Affine d’ arrivare alla soluzione delle equazioni così 
preparate, bisogna rammentarsi quello, che ho latto osserva- 
re (34) , cioè , che il quadrato d’ una quantità composta d» 
due termini contiene sempre il quadrato del primo termine , 
il doppio del primo termine moltiplicato per il secondo , ed 
il quadrato del secondo j e che per conseguenza il primo mem- 
bro dell’ equazione 

X» -j- Sax -f- a' ssb , 

nella quale a , b sono quantità cognite , è un quadralo per- 
ièlto j cioè quello di x -f* ci * ovvero che ne resulta 

(x a) (x + o) == ^ » 

Prendendo la radice quadrata del primo membro , e indican- 
done quella del secondo, avremo 

a=±: V*; .. 

■equazione , che non è più se Don che del primo grado per 
rapporto all’ incognita x , e dà , trasponendo , . 

x “ — a±= V 

Un’ equazione di secondo grado sarebbe dunque fcciliuente ri- 
soluta s’ essa fosse ridotta alla forma 

•14 

x 1 -J- sax -j- o 1 — b , 

e vale a dire , se il suo primo membro fosse un quadrato. > 
Ma il primo membro dell’ equazione generale 

x' -j- px ss q 

contiene digià due termini , che possono riguardarsi come fa- 
cienti parte del quadralo d’ uu binomio, cioì x % , che sarà 
il quadrato del primo termine x , e px , «he sarà il doppio 
idei primo moltiplicato per il secondo , >1 quale ùou P uo e *- 
sere in conseguenza se non che la metà di p , ovvero » p. 
Per terminare il quadrato del biuoraio x -f- \p 1 sarebbe ue- 
cessario ancor* il quadrato del secondo termine ì P j ,ua q 1 *^ 


1 
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sto quadrato può esser formato , poiché p , e \p sono quan> 
tifa cognite , e può quindi essere aggiunto al primo membro, 
purché s’ aggiunga nel medesimo tempo ancora al secondo , 
alliue di conservarne 1’ eguaglianza 3 e quest’ ultimo membro 
resterà anco adesso tutto cognito. 

11 quadrato di J p essendo ^ p 1 , la sua somma ooi due 
membri dell' equazione proposta 

-j- px SS q 

la cangia nella seguente 

+ +fp* ; 

resultato , il cui primo membro è il quadralo di * -f- \p : 
prendendo dunque la radice quadrala dei due membri , ha 

* + sp = ±= VT+IF (*o6), 

e trasponendo , viene 

vFFi 

dalla quale successivamente ricavasi f - 

■*a-iP + V7+FT 

* — — \p — 

Ho dato il segno -j- al secondo termine \p dalla radici 
del primo membro dell’ equazione proposta a causa che il se- 
condo temine di questo membro era positivo ; fa di mestieri 
porre il seguo - — nel caso contrario , perché il quadrato x‘ — - 
sax -f- n* cjrrisponde al binomio x — a. 

La risoluzione d’ un’ equazione qualunque di secondo grado 
li otterrà paragonando quest’ equazione alla formula generale 
x* -f- px = q , 

oppure applicando immediatamente all’ equazione proposta l’ope- 
razione , che abbiamo fatta su questa formula , la quale può. 
enunciarsi nel modo che segue : 

Pendere il frimo membro deW equazione proposta un qua- 
dralo perfetto , aggiungendovi , come al seeondo membro , il 
quadrato della metà della quantità data , che moltiplica la prima 
potenza dell' incognita ; eguagliare in seguito le radici qua- 
drate di ciascun membro , avvertendo che quella del primo è 
composta dell' incognita , e della metà della quantità data , 
che la moltiplica nel secondo termine , presa col segno di que- 
sta quantità , e che la radice del secondo membro debb' es- 
sere preceduta dal doppio segno ±= , e indicala dall' al Irò se- 
gno y , s' essa non pub ottenersi immediatamente. 
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Eccone degli esempi. 

no. Trovare un numero tale , «he aggiungendolo 7 volle 
al suo quadrato , /<* somma sia 44 - 

Indicando per x ii numero cercalo, 1 ’ equazione sari eviden- 
te niente. 

*» -f 7 x = 44- 

Per risolverla , prendo \ , meli del coefficiente 7 , che mol- 
tiplica x , ed alzandoli a quadrato ho la quantità * 1 . , che 
aggiungo a ciascun membro nel modo, che segue, 

*‘ + 7 *+ 4 ^= 44 +"; 

e riducendo il secondo membro in una sola frazione , viene 

* , +7* + V = 2 t- 

La radice quadrata del primo membro è , secondo la regola 
precitata , *+s, e si trova per quella del secondo j j ab- 
biamfo dunque 1’ equazione 

* + * = *=¥> 

dalla quale ricavasi 



Il primo valore di x risolve il Problema nel senso del suo 
enunciato , poiché abbiamo per questo valore 

x* =16, 

71=28, 

Somma ........... 44. 

Quanto al secondo , siccome esso è affetto dal segno — ,\ 
il termine qx diventando 

7 X— 11 = — 77 } 

debb esser tolto da x' , in modo che 1 ’ enunciato del Proble- 
ma risoluto col numero I z è il seguente : * 

Trovare un numero tale , che tolto 7 volte dal suo quadra- 
to , resti /fA. 

Il valore negativo modifica dunque qui il Problema in una 
maniera analoga a quella , che abbiamo veduta per 1’ equazio- 
ni di primo grado. 
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Se si ponesse in equazione l'enunciato qui sopra, olterrebDcst 

— 7 x = 44> 

e risolvendola verrebbe 

49 49 

** — 7ar -f = 44H 

4 „ 4 

49 223 

— 7 * * 4 " = * 

4 4 

7 i5 


2 

7 


a 

i5 


2 2 

22 

7 j 5 * 8 

, = = =— 4- 

a 2 2 j, . 

Il valor negativo di x è divenuto positivo , perchè sodisfa 

letteralmente al nuovo enunciato , ed.il valor positivo, die 

non vi sodisfa nello stesso modo, è divenuto negativo. 

Da ciò si fa chiaro che rispetto al secondo grado , 1 Alge- 
bra riunisce nella medesima formula due Problemi , che han- 
no tra loro una certa analogia. # . , 

in. Qualche volta gli enunciati , i quali conducono ad e- 
quazioni di secondo grado , son suscettibili di due soluzioni J 
il seguente è in questo caso: 

Trovare un numero , che , se s' aggiunga i 5 al suo qua- 
drato , la somma sia eguale a 8 volle lo stesso numero. 

Sia x il numero cercato ; 1’ equazione del Problema sarà 

x* -j- i5 = 8ar. 

E ponendo quest’ equazione sotto la forma prescritta dal 

n.° 108 . avremo 

* x y — 8* = — i5 , 

a;» _ 8x + 16 = — i5 -j- 16 , 
x 1 — 8a? “4™ 16 = 1 , 

x — 4 = — 1 > 

3- =4 =± » | 

ovvero x — ® » 

x — a 
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Vi son dunque due numeri diflerenii 5 , e 3 , i quali go- 
dono della proprietà compresa nell’ enuncialo. 1 8 ~ 

112 . Alcune volle pure s’incontrano degli enunciali i qua- 
li non posson essere risoluti in verun modo nel- loro sen so pre- 
ciso , e che debbono esser modificali ; uno di questi casi è q,, el- 
io dove le due radici dell’ equazione son negative come quel- 
le della seguente 1 

a;’ -j- 5x -j- 6 — 2 . 

Questa equazione, la quale esprime che il quadralo del nu- 
mero , che si cerca , aumentato di 5 colte questo numero e 
ancora di 6 , dee dare una somma eguale a 2 , non può evi- 
dentemente essere verificaia per via di somma come richiede- 
si ; poiché digià il 6 , sorpassa 2 : ip fatti , se si risolva l’e- 
quazione , trovasi successivamente 

x’ -f- 5x=r - — 4 , 

*5 25 q 

x’ -j- 5x -| ~ 4 — — , 

4 4 4 

5 3 

* 4 - — ==t — , 

a 2 

5 3 

x f-_ 

a 2 

5 3 

in — — ' — “iz 
2 2 

I segni — , dai quali son affetti i numeri i , e 4 , fanno 
vedere che il termine 5x debb’ esser tolto dagli altri ovve- 
ro che l’enunciato dee, per i due vafcri , esser espresso co- 
me segue ; r 

Trovare un numero tale , che se si tolga 5 volle dal suo 
quadralo , e che al resto si aggiunga 6 , sabbia u per resultato. 

Quest enunciato somministra 1’ equazioni 

x’ — 5x -f- 6 — 2 , 

che d'a per se i due valori positivi ì , e 4 - 

n3. Sia dato ancora questo problema : 

Dividere un numero p in due parli , il cui prodotto sia 
eguale a q. 
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Denotando per <r una di queste parti , 1 altra sarà espressa 
da p — x , e il loro prodotto sarà P x — t c* } avremo dunque 
l’ equazione 

px — x , = q ì 
ovvero , Cangiando i segni , 

x’—p.r=—q : 

risolvendo quest’ ultima equazione , si troverà 

x = ip-±y ìp’-q- 

Se per particolarizzare il problema , si facesse 

p-=t io , 17 =ai , 

si avrebbe , 

<r±= 5 =irV 2 5— a , , 
oppure ' 1 — 5 — 3 , 

* = 7 » 
zt = 3 } 

e vale a dire elle una delle parti sarebbe q , e l'altra sareb- 
be per conseguenza »o— 7 , ossia 3 . 

Se al contrario si prendesse 3 per x , 1 altra parte sarebbe 

10 3 ovvero 7 ; di maniera che , per rapporto all’ enun- 

ciato attuale , il problema non ha , a parlar propriamente , 
che una soluzione , poiché la seconda non è che un cangia- 
mento d’ ordine tra le parli. 

L’ ispezione attenta del valore di x fa vedere che nel pro- 
blema , di cui si tratta , non si possono prendere affatto ar- 
bitrariamente i numeri p , e q j poiché se q sorpassasse 

, ovvero il quadrato di lp, la quantità q sarebbe nega- 

r ì 4 

tiva , e si ricaderebbe sul carattere d’ assurdità osservato nel 
n.° 107. 

Se si prendesse , per esempio , 

p = 10 , e ^ = 3 o , 

si averebbe 

x = 5 rt V2Ò — 3 o r =5 — 5 ; 

11 problema sarebbe dunque impossibile con questi dati. 
n 4 . L’ assurdità dei problemi , che conducono a delle ra- 
dici immaginarie , non si manifesta che in virtù della conclu- 
sione ; e dobbiamo desiderar di conoscere da dei caiatteri , 
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che sitilo più prossimi ali' enunciato , in che cosa consìsta 
1’ assurdità del problema , dalla quale resulta quella della suà 
soluzione , questo è ciò che ci sarà fatto conoscere in una ma- 
niera precisa dalla considerazione seguente. 

Sia d la differenza delle due parti del numero proposto ; 

p d p d 

la maggiore sarà j , la mihore ( 3 ) ; ora , è 

ai 2 2 

dimostrato ( 29 , 3 o, e 34 ) che 

( p + d \ /p ^ p' d' 

1 2 ✓ \ 2 1/ ‘ 4 4 

dunque il prodotto delle due parti del rìumefo proposto ^ 

4 P* 

qualunque esse sieho , sarà sempre minore di — , ovvero del 

. 4 

quadralo della metà delln loro somma , fiho a che d noi! 

Sarà nullo ; e quando qiiesta Circostanze abbia luogo , ciascu- 

. j p 

na di queste due parti essendo eguale a — , il loro prodotta 
p' 2 

non è che — . Egli è dunque assurdo il dimandare che esso 

4 . ... 

sia maggiore ; ed è con ragione che l’Algebra , rispondendo al- 
lora in una maniera coulradittoria ai principi , ci mostra-cliia- 
fro con questo che ciò , che cerchiamo , non esiste. 

Ciò che si è dimostralo sull’ equazione 

ai 1 — pxt=i—q 4 

ottenuta dal precedente problema, conviene a tutte quelle del 
secondo grado ove q è negativo nel secondo membro , le Sole* 
nelle quali si possano incontrare delle radici immaginarie , 

, . P‘ 

poiché il termine — posto sotto il radicale conserva sempré 

4 

il segno -{- , qualunque sia quello di p. Infatti , quando si 
avesse l’equazione 


ab* -fp*=-q , ovvero se'-\-px^ffd:6 , 

si vedrebbe subito che essa non potrebbe ammettere alcuna So- 
luzione positiva , poiché il suo primo membro non Contiene 
àlgebra . q 
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che termini additivi ; e per sapere se 1’ incognita x potesse 
essere negativa , servirebbe cangiare x in — y. L'incognita y 
avrebbe allora de’ valori positivi , i quali sarebbero dati dal- 
1’ equazione 

y'—py+q=0 > ovvero y—py—~q , 

precisamente la stessa che quella del numero precedente : ora 
i valori di x non potendo essere reali se non che quando lo 
fossero quelli di y , essi diverrebbero ancora immaginari nel 

P' 

caso attuale , se q sorpassasse — . 

4 

Si vede dunque dalle osservazioni fatte qui sopra come , e 
perchè , allorquando il termine tutto cognito di un equazione 
del secondo grado è negativo nel secondo membro , e mag- 
giore del quadralo della metà del coefficiente della prima po- 
tenza dell' incognita , quest' equazione non pub avere che delle 
radici immaginarie. 

li 5. L’ espressioni 

a+VZ? 

ed in generale quelle , che comprendono la radice quadrata 
di una quantità negativa, si chiamano quantità immaginarie (*)• 
Queste altro non sono che dei simboli di assurdità , i quali 
tengono il luogo del valore , che avremo ottenuto se il pro- 
blema proposto fosse stalo possibile. 

Non si traseuran essi nel calcolo , poiché succede qualche 
volta che combinandoli , dietro a certe leggi, l’assurdità si 
distrugge , ed il resultato diviene reale. Se ne troveranno de- 
gli esempi nel Complemento. 

n6. Siccome importa molto pei principianti di acquistare 
delle nozioni esatte sopra tutti i fatti d’ Analisi , che sembra- 
no allontanarsi dall’ idee comuni, ho creduto che bisognasse 
ancora aggiungere qualche schiarimento a ciò , che abbiamo 
veduto (iotì) sulla necessità d’ ammettere due soluzioni nel- 
I’ equazioni di secondo grado. 

Vo a dimostrare che , se esiste una quantità a , la quale 
sostituita in luogo di % sodisfaccia all' equazione di secondo 
grado x’-j-px— q , e. sia , per conseguenza il valore di x , 
questa incognita avrà ancora un altro valore. Difetto , se so- 
stituiscasi a in luogo di * , ne resulterà a’-j-paray ; e poiché 


(*) Sarebbe più esatto il dire espressioni , o simboli imma 
ginarì , poiché queste non son quantità. 
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pef ipotesi , a è il valore di x , q sarà necessariamente egua- 
le alla quantità a'-\-pa t potremo dunque scrivere questa 
quantità in luogo di q nell’ equazione proposta, la quale di- 
venterà perciò * 

x*-\ -px=za*-\-pa. 


Trasportando tutti i termini del secondo membro nel primo , 
verrà 

x'-\-px — a 1 — pa=.o , 
che potremo seri ver cosi : 

*> — a'-\-p(x—n)—o ) 

ed a motivo che 

a' =(* — a)(*-|- a )( 3 4) i 

si vede immediatamente che il primo membro è divisibile per 
x—a , e dà un quoziente esatto , cioè , x-\-a-\-p : abbiamo 
dunque , dietro a ciò , 

x-‘-\-px—q=x , —a'-ì-p(x—a)—(x—a)(x-{-a-\-p). 

Ora egli è manifesto ohe un prodotto è eguale a zero allor- 
quando uno qualunque de’ suoi fattori diviene zero , si devo 
dunque avere . 

(* — a)(x-}-a-f-/>)=o 

non solamente quando x — <i=£o , il che dà 
. x—a 

ma ancora quando az-j- a-\-p È =o , da cui resulta 
x= — a—p. 

E dunque dimostrato che, se a è un dei valori di x t -*a p 
sarà necessariamente 1’ altro. 

Questo resultato si accorda coi due valori compresi uella 
formula 

xz=-\ p± y 

poiché , prendendo per a il primo , — ìp+V?+*/ , N 
per esempio si troverebbe per l’ altro 


-a—p=+lp—Vq+ÌP'^p=--ìp^Vq+ìP r i 

che è infatti il seoondo valore. 

Tornerò in seguito sopra queste osservazioni , le quali Con- 
tengono il germe della Teoria generale dell’ equazioni di uii 
grado qualunque. 

*ij. -La difficoltà di porre i problemi in equazione è per 
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il secondo grado , e in generale per qualunque grado che siaf, 
ia siessa che per il primo , c consiste sempre- nella maniera 
di sviluppare Inde le condizioni distinte, comprese nell'euun- 
cialo , e di ^esprimerle per mezzo dei caratteri Algebrici, t 
problemi precedenti uon offrivano alcuna difficolta a questo 
riguardo , e dobbiamo essere sufficientemente esercitati riguar- 
do a quelli del primo grado : frattanto passo a risolvere 
alcuni problemi , i quali daranno luogo a diverse utili osser- 
vazioni. 

Si sono impiegali due operai , i quali guadagnano dei sa- 
lari differenti } il primo , essendo stato pagalo alla fine d'un 
certo numero di giorni , ha ricevuto g 6 lire ; e il secondo , che 
ha lavoralo 6 giorni di meno , non ha avuto che lire : se 
questo avesse lavorato lutti i giorni , e f altro avesse mancalo 
per 6 giorni , arerebbero ricevuto ambedue la stessa somma r 
si domanda quanti giorni ciascuno ha lavorato , ed il prezzo 
della loro respettiva giornata ? 

Questo problema , die sembra a prima vista contenere mol- 
te incognite, si risolve facilmente per mezzo di una sola, per- 
chè 1’ altre si esprimono immediatamente per mezzo di questa. 

Denotando per x il numero de’ giorni del lavoro del pri- 
mo operaio , 

x — 6 sarà quello de’ giorni del lavoro del secondo , 

961. 

— sarà il prezzo della giornata del primo operaio, 
x 

54 l. 

quello della giornata del secondo ; 

x — 6 

se quest’ultimo avesse lavoralo per x giorni , avrebbe guadagnato 

54 ” 54 * 

xX , ovvero — — , 

x — 6 x — 6 

ed il primo lavorando solamente per x — 6 giorni , non ave» 
rebbe avuto che 

96 96 (x— 6) 

(tv — 6) — , ovvero « : 

x x 

l’equazione del problema sarà dunque 
54 # 96 (x — 6) 

x— 6 x 

È necessario primieramente fare sparire i denominatori di 
questa equazione , e s’ ottiene 

54 * , =g 6 (x— 6)(x-— 6) ; 
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i numeri 54 ) e 96 essendo ambedue divisibili per 6 , si situ- 
plifica cpiesto resultato , e si trova 

gx’zz 1 6(x — 6)(x — 6). 

Polrebbesi preparare questa equazione secondo la regola del 
uunt. u 108. alliii di risolverla ; ma 1’ oggetto di questa rego- 
la non essendo che quello di facilitar 1* estrazione della radice 
di ciascun membro dell' equazione proposta , essa è inutile in 
questo caso , ove i due membri si presentano immediatamente 
sotto la forma di quadrati ; poiché è manifesto che gx 2 è il 
quadrato di 3 x , e che i6(x — 6)(x — 6) è il quadralo di 4 (x — fi): 
avremo dunque immediatamente. 

3 xtrr -t -4 (x — 6) , 

da cui resulta 

3 xr= 4 x — ?(4 » i ’ 

*4 

3 x= — 4x-f-ì4 , x= — . 

7 

Mercè la prima soluzion del problema , il primo operaio 
Ira lavoralo 24 giorni , ed ha guadagnato , per cousegucu- 

96*- 

za , — — , ovvero 4 lire per giorno , laddove che il secon- 

24 

do non ha lavorato che 18 giorni , ed ha guadagnato 

ovvero tre lire per giorno. 

La seconda soluzione corrisponde ad un altro problema nu- 
merico legato coll’ equazione proposta in una maniera analoga 
a quella, che ho osservata nel n.° iti.. 

1 18. Si trasmettono ad un Banchiere due cambiali tratte 
sulla stessa persona ; la prima di 55 o lire pagabile in sette 
mesi j la seconda di 720 lire pagabile in quattro mesi ; ed 
esso dà per pagamento totale una somma di 1200 lire : si 

domanda qual sia stato il frutto annuale , secando il quale 
queste cambiali spno state scontale ? 

A fine d’evitare le frazioni nell’espressione dei frutti per 
sette mesi , e per quattro , rappresenterò per 12X quello che 
produce annualmente una somma di 100 lire ; ed allora il 
fruito d’ un mese sarà x. Ciò posto , il valore presente della 
prima cambiale s’ otterrà facendo la proporzione 

55 ooo 

joo jx : too : ; 55 o ; ( Aritm. 120 ): 

lOO-f-X 
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il valore presente della seconda «ambiale resulterà parimente 

dalla proporzione 

72000 

ioo + 4* : »oo : : 720: — . 

i oo+4* 

Riunendo questi due valori, l’equazion del problema sarà 

55 ooo 72000 

— j- =s 1200. 

100 + 70: 100 + 4* 

I due membri potendosi dividere per 200 , si ha 
ao 5 36 o 

h ~~ — 6 » 

100+72: 100 + 4* 

facendo in seguii® sparire i denominatori , si trova successi- 
vamente 

375(100 + 4 *) + 36 o(ioo + 71) = 6(100 + 7*)(too+4*) j 

27^00+ 11002 + 36000 + 2520 * — 

60000 + 6600» + 168*’, 
che riducesi a 

168*’ + 2980* =; 35 oo } 
e dividendo tutto per a , s’ ottiene 

84* 1 + 1490* — 1750 , 

1490 » 75 o 

84 - 84 ” 


che dà finalmente 




Paragonaudo questa equazione colla formala 


si ottiene 


e 1’ espressione 


si cangia in 


**+px==q , 

i4go 1750 



a 



2 4 



V 745-743 » 7 5 ° 

84. 84 + 84 
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E necessario 'primieramente ridurre ad una sola le frazioni 
comprese sotto il radicale ; avremo 

745 7 45 -|- 1750.84 703015 

84. 84 — 84.84 ’ 

e osservando che il denominatore di questa frazione è un qua- 
dralo perfetto, altro non resterà che da estrar la radice qua- 
drata dal numeratore. Se si limita questa radice ai millesimi 
troveremo 837 , 869 , per quella di 701025 ; e dandole per 
denominatore 84 > ‘ valori di x saranno 

745 837,869 93,869 

84 + 84 ~ 84 ’ 

745 837,869 1582,869 

84 84 ~ 84 

Il primo di questi valori è il solo , che risolva il proble- 
ma nel senso del suo enunciato. Dividendo il suo denomi- 
natore per ti , avremo [Arti. 5 4 ) 

91,869 

ia x = S= 13,267 \ 

7 

e vale a dire che il frutto annuo è di 13,167 per 100. 

119. Il problema seguente è degno d'attenzione per le cir- 
costanze , che presenta l' espressimi dell' incognita. 

Dividere un numero in due parti , i cui quadrati sieno in 
un dato rapporto. 

Sia a il numero dato , 

m il rapporto de’ quadrati delle sue due parti 
x una di queste parli , 

1’ altra sarà a — * ; 

e dietro all’enunciato del problema avrem l’equazione 

** 


— - — ni. 

(a— *)(a— x) 

Si presentano due strade conducenti a risolverla : possiamo 
o prepararla per darle la iórma -J- p* ~ q , e risolverla 
in seguito col metodo generale ; ovvero , profittando dell' av- 
vertenza tacile a farsi che la frazione 


X* 


(n — ,r)(a-»*) 
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C un quadrato , poiché il suo numeratore , ed il suo denomi- 
natore sono quadrati , ne concluderemo immediatamente 


= r+V^, 

a — x 

x =r ri- (o — x ) YotT 

Risolvendo separatamente le due equazioni del primo grado, 
comprese in questa formula , cioè , 


ne ricaveremo 


x s -j- (a — a:) yar, 
ars — (a — x) \ 

ay,n 


i—T » 


x ==- 


>+V‘ 

-~w 


Per la prima soluzione, la seconda parte del numero prò* 
posto è 

oVin" n-j-oym - — «ym - o 


i-j-ym 

0 le due parti 


r+y» 


i+y». 


o\7, 


>+y»« >+y«r 

sono , come lo esige 1’ enuncialo del problema , ambedue mi«- 
uori del numero proposto. 

Per la seconda soluzione , abbiamo. 

ay/TT 

a 


a — a\m -\-(iy m 


I— y m 1' 

e le due parti sono allora 


s—y m 


alfT a 

— ^ , e — — 

ìf~\nT l~y m 

I loro segni essendo contrari , il numero a non è piit , a par- 
lar propriamente , la loro somma, ma la loro di Aereo za- 
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Allorché si fa m= i , e vale a dir si suppone che i qua- 
drati delle due parli cercate sono eguali , abbiamo 

yzr=t ; 

la prima soluzione dk due parti eguali 
a a 

3 3 

resultato evidente per se medesimo , mentre che la seconda so» 
luzione da due resultati infiniti ( 6 b) , cioè , 

. — « — a a a 

— !- , ovvero » - , e — »■» , ovvero — ; 

i — x o ì — » o 

il che debb’ essere , poiché non è che riguardando due quau- 
tità come infinitamente grandi per rapporto alla lor differen- 
za a che si può supporre il rapporto dei loro quadrati egua- 
le all’ unita- 

Infatti , sieno x , e x— o queste due quauuta ; il rappor- 
to de’ lor quadrati sark 


, «* — 2 ax -J- a’ 

e dividendo i due termini di questa frazione per **, essa diverrà 

i 


2 a o» 

i — — + ->- 

x x* 

era , è visibile che quanto più il numero * sark grande , più 

2<j a’ ' 

le frazioni — , — • saranno piccole , e più il rapporto qui sopra 
a: x % 

si approssimerà ad esser eguale, a | , ovvero a t . 

1 20. Per paragonare adesso coll’ andamento , che abhiam 
tenuto > il metodo generale , svilupperemo l’ equazione 

x* 

— m ? 

( a— x}( a — x ) 

avremo successivamente 

x’= m(a— a;) (a — x) 
x'~ a* m—aamx-\- nix’ , 
x’— mx % zamx~ a’m , 

( t — m)x ‘«^» zamx== aV/i , 
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elementi 


iat) ix a 1 ni 



ì—in 1 —ni 

lam a*m 

e facendo p= — — , q — 

i — ni i —in 

la formula generale darà 



Questi valori di x sembrano assai differenti da quelli , che so- 
no stati trovati di sopra,* tuttavia essi vi si riducono , e l’e- 
sempio , di cui mi oooupo, può esser utile per far veder l’ im- 
portanza delle trasformazioni , che le diverse operazioni alge- 
briche producono nell’ espressioni , delle quantità, 

É necessario primieramente ridurre al medesimo denomina- 
tore le due frazioni comprese sotto il radicale , il ohe s’ affet- 
terà moltiplicando per t — m i due termini della seconda y 
e verrà. 


a*m* a x m 

a’m' -f- a’m( i — ni) 

■m ) ( i — m ) ì — m 

a'm * -{-a'/n — a*m * 

( i—m ) ( ì —m ) 
a’//i 

(,— w )(»— ^ 

(t— m)(i— ni) 


Il denominatore essendo un quadrato resterà solamente 
estrarre la radice dal numeratore , e s’ avrà 


V 


a’m 


( i — m) (» — iti) 1 — in 



i 

t — m 


da 


ma 1’ espresione y<j’/n può anoora simplificarsi. 

E manifesto che il quadrato d’ un prodotto si compone del 
prodotto de’ quadrati di ciascuno dei suoi fattori , poiché , 
per esempio , 

bcd X bcd ~ J'c’éI' , 

e che , per conseguenza , la radice di b'c'd 1 non è altra co- 
sa che il prodotto delle radici b , c , e d dei fattori £' , c’ , 
e d’. Applicando questa osservazione al prodotto a'' ni , si ve- 
de^che la sua radice è il prodotto di a , radice di a' , per 
, eh’ è l’indicazione della radice di ni , ovvero che 

Va'//» = a V«t 
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trasformazioni diverse che 
am a \ UT 

— - .. - — i 

I — m i—m 


ovvero 


9 


am — a \ m 


i—m 


» 5 9 


am -J- a ■y l m 

* = 

I — m 

Per quanto semplici sieno quest’ espressioni , esse per 
altro non sono ancor quelle del numero precedente ; e pari- 
mente , se si cerca di verificarle per il caso di m t , esse 
diventano 

, — • a-J-t» o 

» — I o 


— a — a —2 a 
i — t \ o 

Si trova nella seconda il simbolo dell’infinito come preceden- 
temente , ma la prima presenta questa forma indeterminala § , 
della quale n’ abbiamo di già veduti degli esempi nei numeri 
% e 70; e prima di proferire sopra il suo valore , torna a 
proposito esaminare se essa cada nel caso del num,° 70, vaia 
a dire , se sia un fattor comune al numeratore , e al deno- 
minatore , che vada a zero per la supposizione di m= t, 

— am -j- a ym 
l’ espressione ■» 

1 — m 

o(— W-|-y<n ) a( \m— tri) 

riducesi ad ■■ = — . 

j — m 1 — m 

Vediamo di già che il numeratore non diviene zero se non 
quando diventa zero il fattore V»T — m ; bisogna dunque cer- 
care se quest’ ultimo avesse qualche fattor comune coi deuo- 
minatore 1 — m. Per evitar P imbarazzo , che potrebbe cagio- 
nare il segno radicale , \fin — n -, e concludo, prendendo- 
ne i quadrati } m : ciò cangia le quantità 
Y m — m 1 e 1 — ni 
n»n’, et-#’; 
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ora n — n 1 = n ( i — n ) , e i — n J = ( i — n ) ( i-f-n) (^4)j 
rimettendo per n il suo valore \HT , si ha 

\m — III — ( I — Ym ) Ym , 

i — m = ( i — • Y m ) ( « + V™") > 

cd in conseguenza 

a (Y m — m ) o ( i — Y»‘ ) Y"< 

I — m Oi-^Y™ - ) ( l +Y^) 

« y 

» -f- Y m 

resultato simile a quello del n.° ng. 

Si riduce parimcute il secondo valore di x osservando che 

—a\m~ — ani -a(.+V in ) 

i—m ( i — \m X‘+V«") 

1 — a^m 

l — Y"*~ 

come nel p.° ng (*). 

Non è difficile vedere che io avrei potuto evitare i ra- 
dicali nei calcoli precedenti rappresentando per ni 1 il rappor- 
to de’ quadrali delle due parli del numero proposto \ allora m, 
ne sarebbe siala la radice quadrata , che può sempre riguar- 
darsi come cognita allorché il suo quadrato è dato: ina non 
sarebbesi a prima vista conosciuto il fine di un simile cangia- 
mento di dati , di cui gli Algebristi fanno spesso uso per sim- 
plificare i calcoli ; ecco perchè invilo il Lettore a ricomin- 
ciare la soluzione del problema ponendo m % in vece di nu 


(*) L' esempio , che ho adesso trattato sì a lungo corri spon- 
de a un problema risoluto da Clairaut nella sua Algebra , 
f enuncialo del quale è il seguente : Trovare sopra una retta, 
la quale unisca due lumi qualunque , il punto che è ugual- 
mente illuminato da questi due lumi. Ho spogliato questo pro- 
blema delle circostante fisiche , le quali sono estranee alt og- 
getto di quest' Opera , e non posson che distrarre l' attenzio- 
ne , che esigono le circostante algebriche , notabilissime per 
loro stesse , e che , per questa ragione , io ho sviluppate più, 
di quello , che non ayea fatto Clairaut. 
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j bell' estrazione della radice, quadrata dalle quantità 
algebriche . 

lai. U Problema precedente basta per indicare come biso- 
gna condursi nella risoluzione dei Problemi letterali , ed Ita 
presentata una trasformazione , che importa di ben osservare , 
cioè , quella di 

VoV« in aV ni (pog- 187 ) ; 
poiché pel suo mezzo si posson ridurre al minor numero pos- 
sibile i fattori contenuti sotto il radicale , e siinplificar sem- 
prepiù ]’ estrazione della radice , che resta da farsi. 

Questa trasformazione consiste , come lo abbiamo veduto 
nell’ esempio citalo , in prender separatamente la radice di 
tutti i fattori , i quali sieno quadrali , e scriver queste radi- 
ci fuori del segno come moltiplicatori di questo radicale , sotto 
del quale si lasciano tali , come essi sono 3 i fattori , che non 
sieno quadrali. 

Questa regola suppone primieramente che si sappia conosce- 
re se una quantità algebrica è un quadrato , e in tal caso 
estrarne la radice/ e perciò fa di mestieri distinguere le quan- 
tità monomie dalle polinomie. 

122. Resulta evidentemente dalla regola degli esponenti nel- 
la moltiplicazione , che la seconda polenta di una quantità 
qualunque ha un esponente doppio di quello di questa quantità. 

Si ha , per esempio , 

a'Xa'raj’, a’Xo’^ia’Xa 5 ^ 5 ! ec. 

Segue da ciò che ogni fattore , che è un quadrato , dece ' 
avere un esponente pari , e che se ne otlien la radice di que- 
sto fattore scrivendo la sua lettera con un esponente eguale 
alla meta dell esponente primitivo. 

Così abbiamo 

y f 7 r = -a' j ovvero a , \ 5T=a* , , cc. 

A riguardo de fattori numerici , 1’ estrazione delle loro ra- 
dici si effettua , se ha luogo , colle regole precedentemente in- 
segnate. 

Dietro a queste osservazioni , i fattori a 6 , c » dell’ e- 
spressione 

Vò 4 a 6 ^c* 

sono quadrati ; il numero 64 è il quadralo di 8 ; dunque 
l espressione proposta essendo il prodotto di fattori quadrati , 
avrà per radice il prodotto delle radici di ciascuno di questi 
fattori (1 21) j ed in conseguenza 

V 64a 6 òic 1 =8a 3 £ , c. 
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i-i3. Allorché questa circostanza non ha luogo , bisogna 
cercare di decomporre il prodotto proposto in due altri , uno 
dei quali non contenga che i fattori quadrati , e l' altro i 
fattori non quadrali ; e per questo è neccessario considerare a 
parte ciascuno de’ suoi fattori. 

Sia , per esempio , 

\']2a ! *b i c s . 

Si riconosce facilmente che fra i divisori del numero 72 vi 
son dei quadrati perfetti , cioè Lo, e 36 1 e prendendone 
il maggiore , si ha ’ y ’ 

72=36X2. 


Il fattore a < essendo ua quadrato , si pone da parte \ passan- 
do in seguito al fattore A J , che non lo è , poiché il numero 
3 è impari , si osserva che questo fattore può decomporsi in 
due altri i* ( e i, di cui il primo è un quadrato , e che si ha 

Ò>=J>.ÌJ 

vedesi ancora che 

e i_ c 4 c j 


sarebbe lo stesso di qualunque lettera , che avessse un esp®. 
nenie impari. Tutte queste decomposizioni danno 

J2a i b ì c s s=36.2a^b t .bc^.c ; 


e riunendo i fattori quadrati si ottiene 
36a^b'c^X^bc. 

Finalmente , prendendo la radice del primo prodotto 5 e in- 
dicando quella del secondo , si ha 

V ’)ia' l b i c 5 —6a'bc* Va [be'. 

Ecco ancora alcuni esempi di riduzioni consimili , precedu- 
ti dai calcoli , i quali le pongono in evidenza 


Vt=V«'t-Vv= 

“V^ = tV S ì 


6 \J 2|oi* = 6 \j 22^*6 \/— 
V S 8 • M 49 . 2 V 49 . 


• 3a 
49 ~~ 
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(m*+mn )= — \m*-+-mn . 

ri 

Fa di, mestieri osservare, per rapporto al primo , che si 
può far uscire dal radicale il denominatore delle frazioni al- 
gebriche , rendendolo un quadrato , secondo ciò che è stato 
detto nel n.° 104 per le frazioni numeriche. 

124. Passo adesso all’estrazione della radice quadrata dei 
polinomi. E importante il ricordarsi , che nessnn binomio è 
un quadrato perfetto, perche ogni monomio alzato aquadra- 
to non produce che un monomio , e il quadrato di un bino- 
mio contiene sempre tre parti (34). 

Sarebbe un grave sbaglio prendere per Vjqj, ;] Ljno _ 

mio a+ò , benché a sia separatamente la radice di o’ , e b 
quella di i 5 ; poiché il quadrato di essendo a'-^-ìab+b’ , 

contiene inoltre il termine -j- 2 ab , il qual non si trova nel- 
1’ espressione a 1 - J-A*. 

Sia dunque il trionomio 

a4o , ò 3 c-4-t6a<c*-|-9Ì 6 j 

affine di trovare in quest’ espressione le tre parli componenti 
il quadralo di un binomio , io 1’ ordino per rapporto ad una 
delle sue lettere , per esempio , alla lettera a ; si ottiene 
1 6a^c , -4-24“ , ò 3 e"}“9Ò 6 * 

Allora , qualunque sia la radice cercata , supponendola ordi- 
nala per rapporto alla medesima lettera a, il quadrato del suo 
primo termine deve necessariamente formare il primo termine 
i6a^c* della quantità proposta ; il doppio prodotto del primo 
termine della radice pel secondo deve dare il secondo termi- 
ne i/\a‘b ì 'c della quantità proposta ; e finalmente il quadrato 
dell’ ultimo termine della radice debb’ esser precisamente l’ul- 
timo termine pi 6 della quantità proposta. Dietro a queste con- 
siderazioni , 1 operazione disponesi come si vede qui appresso; 


1 6 a^c s -j- 24 a 1 ò 3 c-|-gò 6 
— i6a*c* 

2 4 a ’ò V-j-gò 6 
— 24a’A 3 c — gò® 


I 4a 1 c-f-3b 3 
fSa'c+M 3 


radice 


o o . 

- 


1 
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Estraggo primieramente la radice quadrala dal primo ter- 
mine ìéó^e 1 , ed il resultato 4 a’cf 122) è il primo termine 
della radice , il quale si scrive a destra sulla medesima linea 
della quantità proposta. 

Tolgo da questa quàutit'a il quadrato i6a 4 c* del primo ter- 
mine 4«>c della radice , e facendo la riduzione , non restano 
che i due termini ìfa'tfc gb*. 

Il termine 'il\a‘b 3 c essendo il doppio prodotto del primo 
termine della radice J[a'c per il secondo , otténgo quest’ ulti- 
mo dividendo 24 a’Pc per 8a’e , doppio di 4 o’c , e che si 
scrive al di sotto della radice; il quoziente 3b s è 11 secondo 
termine della radice. 

La radice è adesso determinata ; ma bisogna , perchè dessi 
sia esalta , che il quadrato del secondo termine sia gb s , ov* 
vero che il doppio Ba’c del primo termine della radice , au- 
mentato dal secondo 3b 3 } c moltiplicato per questo , riproduca 
i due ultimi termini del quadrato (91); in conseguenza, al- 
lato di 8a’c scrivo -j- 3b 3 ; moltiplico 8a’c -f- 3 b 3 per 3fi 5 ; 11 
prodotto essendo tolto dai due aitimi termini della quantità pro- 
posta , non resta niente , e ne concludo Che questa quantità è 
il ^quadrato di 4o’e-j-3i } . 

E evidente che i medesimi ragionaménti , e i medesimi me- 
todi possono applicarsi a tutte le quantità composte di tre 
termini. * 

ii5. Allorché la quantità dalla quale si vuol’ estrar la ra- 
dice , ha pili di tre termini , essa non è altrimenti il quadrala 
d’ un binomio; ma supponendola quello d’ un trinomio m-j* 
n*j-p , e rappresentando per l la somma m*\-n dei suoi due 
primi termini , questo trinomio cangiandosi in l-^-p y il suo 
quadrato diviene 

t' + nlp+p * , 

" ‘ M t . 

ove il quadrato t* del binomio m-f-n essendo sviluppato ; pro- 
durrebbe i termini m’ -f- 2 mn + n % . Cosi , quando avremo or- 
dinata la quantità proposta , il primo termine sarà evidente- 
mente il quadrato del primo termine della radice, e il secon- 
do conterrà il doppio prodotto del primo termine della radice 
per il secondo della radice medesima : avremo dunque questa 
ultimo dividendo il secondo termine della quantità proposta 
per il doppio della radice del primo. Conoscendo allora i due 
primi termini della radice cercata , compiremo il quadrato di 
questi due termini , rappresentato qui per P , e togliendolo 
dalla quantità proposta , resterà 
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quantità j che contiene il doppio prodotto di l , ovvero del 
primo binomio per il resto della radice , più il quadra- 

to di questo resto , e fa veder che bisogna operare con que- 
sto binomio come abbiam fatto col primo termine m della radice* 
Sia , per esempio , la quantità 

6(\a'bc-\-i5a'b ' — 4 oa3 i-f“ | 6 a ^”M 3 4^ ,c, “-® oa ^ lc » 
io 1’ ordino per rapporto alla lettera a , e dispongo I’ opera-» 
zione come precedentemente > 

160' 1 — 4°n 3 H-25a*3’ — 8ooi , c-$-64&“c 1 | 4 a ' — 5ni-|-8ic 
* +64a 5 ic I 8 a ’ — S a t 

*® a v 8a’-*-loai-}-3ie 

i.° resto — 4 0<,3 i't~ :i 5a 1 i*— aoab’c-^-Q/^b 1 ^ ^ 

-j-64a’4c 
-j-4<>a 3 i — a5a’i* 

a. ” resto ........ . -J-64n a ic— 8o«A >c+646 v‘‘ 

— 64o’ic-j-8oni’c — 64i*c’ 


Ciò fatto , estraggo la radice quadrata dal prim*v termi- 
ne i6a4 , ed ottengo 4 a 1 per il primo termine della radice cer- 
cala } ne formo 11 quadrato , che tolgo dalla quaulità proposta» 

Raddoppio il primo termine della radice, e scrivo al disot- 
to il resultato 8n* , per cui divido il termine — 4 oa’i , col 
quale principia il primo resto ; ottengo— 5ab per il secondo 
termine della radice ; io lo scrivo in seguito di 8a* , molti- 
plico il tutto per questo secondo termine , e tolgo il resultato 
dal resto , sopra cui opero. 

In questa maniera ho tolto dalla quantità proposta il qua- 
drato del binomio 4 a* — Sai ; il secondo resto altro non con- 
tenendo che il doppio prodotto di questo binomio per il terzo 
termine della radice , e il quadrato di questo termine , rad- 
doppio la quantità 4 a “ — 5ni , il che dà 

. 8n* — ioni , 

ch’io scrivo al disotto dt-Sa 1 — Sai , e che prendo per divi- 
sore del secondo resto : il primo termine del quoziente ch’è 8ic j 
è il terzo termine della radice. 

Lo scrivo, pure allato di 8a’ — toni, e moltiplico 11 tinto 
per questo termine ; tolgo i prodotti dal resto , sul quale ope- 
ro , il quale si trova interamente distrutto ; la quantità pro- 
posta è dunque il quadrato di 

4<*’ — 5ni-f-8ic. 

Algebra io 
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E facile adesso d’ estender tanto lontano quanto vorremo 
1’ operazione qui sopra , la quale è d' altronde perfettamente 
simile a quella , eli’ è stala indicata pei numeri. 

Della formaiione Selle polente , e deli estrazione delle 
loro radici. 

126. L’operazione aritmetica , dalla quale dipende la riso- 
luzione dell’ equazioni di secondo grado , e per la quale si tor- 
na dal quadrato alla quantità , che 1’ ha formato , ovvero alla 
radice quadrata , non è che un caso particolare d’ un altro 
piu generale , il quale serve a trovare un numero , di cui si 
conosca una potenza qualunque. Si concepisce che quest’ ope- 
razione , la quale conduce ad un resultato , che si esprima 
sempre per la parola radice , con aggiungervi l’ indicazione 
del grado , essendo inversa di quella , che serve a trovar la 
potenza , non può esser dedotta che dall’esame delle circostan- 
ze di quest’ ultima , nello stesso modo che succede per la di- 
visione a riguardo della moltiplicazione, con le quali questo 
soggetto ha d’ altronde dei rapporti , che ben presto si faran- 
no ^conoscere. 

E per mezzo della moltiplicazione che si perviene alle poten- 
ze de’ numeri interi (24)* e d è chiaro che quelle delle fra- 
zioni si formano alzando il loro numeratore , e il loro deno- 
minatore alla potenza proposta (96). 

Reciprocamente la radice d’una frazione , di qualunque grado 
che sia , si ottiene prendendo quella del numeratore, e quella 
del denominatore. 

L’uso de’ simboli algebrici essendo comodissimo per esprime- 
re tutto ciò , che dipende dalla composizione , e decomposizio- 
ne delle quautità , si procede primieramente alla formazione 
delle potenze dell’ espressioni algebriche , poiché , a riguardo 
di quelle dei numeri , ciò che abbiamo detto nel n.° 34 serve 
per ritrovarle. 


/ 
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Tavola delle 7 prime potente dei numeri 
tlu 1. fino a g 


L 

1 

2 

3 

4 

5 

G 

l 7 

8 

9 | 

*.a 

1 1 

h 

9 

ir. 

25 

3G 

49 

64 

8 , I 

’.a 
1 '*■» 

I 

s 

27 

64 

125 

H 

343 

5ia 

72() 

■ 

1 6 

81 

256 

Gufi 

129G 

2401 

4096 

656 1 

I ‘>..1 

1 

1 

3, 

243 

¥>24 

3ia5 

777° 

IG807 

3276; 

• r *9°49 I 

1 

G4 

729' 

4096 

1 5625 

46656 

117649 

261144 

53.44. I 

Iaom 

I 

128 

mmmmt 

2187 

IG-,84 

78125 

279936 

823543 

2097152 

478/969 J 


Ilo prihcipalmenle qui posla questa Tavola , afiin di mo- 
strare con qual rapidità si accrescono le potenze de’ numeri , 
a misura ch’esse divengono più elevale; osservazione, eh’ è 
importantissima per il seguilo. SI vede infatti che la setiima 
polenza di a è digiù 128, celie quella di 9 ascende a 4782960. 

8i concepisce facilmente da ciò che le potenze delle frazio- 
tii propriamente dette decrescono rapidissimamente ; poiché le 
potenze del denominatore divengono di più in più grandi per 

1 

rapporto a quelle del numeratore. La settima potenza di — , 

» 

1 i 

per esempio , sarebbe , e quella di — sarebbe solamente 

128 9 

* 1 

478/969 

127. Poiché in un prodotto eiascuna lettera ha per espou 
nenie la somma degli esponenti, eli’ essa ha in ciascuno de’ 
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suoi fattori (26) , ne segue che la potenza il' una quantità ma • 
notnia si forma moltiplicando f esponente di ciascun fattore 
per V esponente di questa potenza. 

La terza potenza di a'b'c , per esempio , si otterrà molti- 
plicando gli esponenti 2 , 3 , e 1 delle lettere a, b , c per 3 * 
esponente della potenza dimandata j avremo a e b^c ì : sd infatti 
questa potenza riducesi ad 

'X.a'b^c X a’b^c — o*.*A*. s c'-*- 

Se la quantità proposta avesse un coefficiente numerico , bi- 
sognerebbe alzare anche questo coefficiente alla potenza pro- 
posta ; cosi la quarta potenza di 3 ab'c 5 è 
8tcM 8 c*° , 

perchè quella di 3 è 81. 

128. A riguardo de' segni , dai quali possono essere afletler 
le quantità inouomie , bisogna osservare che tutte le potenze , 
di cui C esponente è pari , hanno il segno -j- , e che quelle , 
il cui esponente è impari , hanno il medesimo segno della 
quantità , che le ha formate. 

Intatti , le potenze d’un grado pari resultano dalla molti- 
plicazione d’ un numero pari di fattori ; e i segni “ , com- 
binati 2 a 2 nella moltiplicazione, danno sempre al prodotto 
il segno -j- ( 3 i). Al contrario, se il numero de’ fattori è im- 
pari , il -prodotto avrà il segno — quando i fattori ne saranno 
affetti , poiché esso resulterà dal prodotto di un numero par» 
di fattori , ed in consegueq^a positivo , moltiplicalo per un 
faltor negativo. 

129. Per ritornare dalla potenza alla quantità , che 1 ’ ha 
formata , ovvero alla sua radice , non si dee far altro che ro- 
vesciar le regole date qui sopra ; e vale a dire , dividere l'e- 
sponente di ciascuna lettera per quello , che indica il grado 
della redice , che si vuole estrarre. 

Troveremo in questa maniera la radice cubica , ovvero del 
terzo grado , dell’ espressione o 6 i 9 c 3 , dividendo per 3 gli e- 
sponenti , 6 , 9 , e 3 , il che darà 

a*b } c 

Allorché l’espressione proposta ha un coefficiente numerico, 
bisogna prendere la radice ancora di questo , per formare il 
coefficiente della quantità letterale , che si ottiene coi mezzo 
della regola precedente. 

Se si dimandasse , per esempio , la radice quarta di 8ra* 
i 8 c’° , si vedrebbe , mediante la Tavola del n.° 126 , che 
81 e la quarta potenza di 3 ; e dividendo per 4 gli esponen- 
ti delle lettere , ayrebbesi per resultato 
3ab'cK 
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Nel caso che la radice del coefficiente numerico non potes- 
se trovarsi col mezzo della Tavola precitata, s’estrae la mede- 
sima coi ^ melodi , che darò in appresso. 

i3o. E evidente che l'estrazione delle radici non può effet- 
tuarsi sulla parte letterale de’ monomi se non che quando cia- 
scuno degli esponenti è divisibile per quello della radice; nel 
caso contrario non possiam che indicare l’operazione aritmetica, 
che bisognerà fare allorché sostituiremo de’ numeri alle lettere. 

Ci serviamo anche per quest’ oggetto del segno \ ; ma , 

per denotare il grado della radice , si pone 1’ esponente come 
si vede qui sotto, nell’ espressioni 

. * s 

\ a > Va», 

di cui la prima rappresenta la radice cubica , o del terzo gra- 
do , di a , e la seconda la radice quinta di n * 

V espressioni affette dal segno di qualunque grado es- 

se sieno possono spesso simplitìcarsi facendo attenzione che , 
secondo il n.° 127 , una potenza qualunque d' un prodotto è 
Jormata dal prodotto della medesima potenza di ciascuno dei 
tuoi fattori e che in conseguenza, la radice qualunque <T un 
prodotto è formata dal prodotto delle radici del medesimo era- 
do di ciascun dei suoi fattori. Resulta da quest’ultimo prin- 
cipio che se la quantità supposta al radicale ha dei fattori , 
l quali sieno potenze esatte del medesimo grado che il radi- 
cale , potremo prendere separatamente le radici di questi fat- 
ton , e moltiplicare il loro prodotto per la radice indicata de- 
gli altri fattori. 

Sia per esempio , 

V9 6a 5 bic"' 

96 = 32 X 3= 2 5 .3 , 
a 5 è la quinta potenza di o , 
ht — , ■ 

c" = c<o . C ; 

per conseguenza 


si vede che 


che 

che 

che 


-Vi- 


li primo 
*' ottiene 


96 a s b'c" = 2 5 a 5 ò 5 c'° X 3 b’c. 
fattore avendo per radice quinta la quantità a abe ' , 


ygtìa^c 1 ' — aabc'y/ 3 b'c. 

i3t. Qualunque potenza pari dovendo avere il segno -}- 
(128) , nessuna quantità affetta dal segno — può essere una 
potenza di grado pari , e non ha radice di questo grado. Se- 
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j, u( . (| a c iò clic qualunque radichile d 1 un grado puri , comprili- 
dente ulta quantità negativa , è un' espressione immaginaria ; 

V — a , \ — a'* , b- f- Y — ahi 

sono dell’ espressioni immaginarie. 

Non si possono in conseguenza assegnare , nè esattamente , 
pè per approssimazione, pei gradi di cui l’esponente è pa- 
ri , se non che le radici delle quantità positive ; e queste ra- 
dici posso il essere affette indifferentemente dal segno o dal 
segno — i perchè nell’ uno e l’altro caso esse riproducati egual- 
mente la quantità proposta col segno , c s’ ignora a quale 
dei due esse appartengono. 

• Non è lo stesso pel gradi impari , nei quali le potenze hau- 
no lo stesso segno che le loro radici ( 128 ) : dobbiamo da- 
re alle radici di questi -gradi il segno , dal quale la potenza 
4 affetta ; e in questo caso non vi sono immaginari. 

’ i3a. È a proposito l’osservare che 1’ applicazione della re- 
gola data nel n.° 129 per l’estrazione delle radici de’ mono- 
mi col mezzo degli esponenti de’ loro fattori conduce natural- 
mente a indicar eoa dei segni più comodi per il calcolo che 
al seguo Y le radici , le quali non possono algebricamen- 
te ottenersi. 

Allorché dimandasi , per esempio , la radice terza di a 5 , 
bisogna , secondo la regola citata , dividere 1 ’ esponente 5 per 
3 | ma la divisione non potendo effettuarsi , conduce ad un 
numero frazionario \ ; e la forma, che prende allora l’espo- 
nente del resultato , indica che l’estrazione uou è possibile nel- 
lo stato attuale della quautìlii proposta : dobbiamo dunque ri- 
guardare le due espressioni 

» » 

\d i ì e a 1 

come equivalenti. 

L’ ultima ha uulladiuteno sulla prima il vantaggio di con- 

dur subito alla simpiificazione , di cui la quantità Y c su- 
scettibile ; poiché se s’estrae l’intero contenuto nella fra- 
zione j avremo 1 -f- 1 , e riguardando questa somma come 
l’esponente d' un prodotto, (a 5 ) , si riconosce che la quanti la 

» ». » 

a 1 = a '+7 — a' X 

è composta di due fattori , di cui il primo è a , e 1’ altro ri- 
ducesi a \iè r . 

3 

tio slesso concluder ebbeoi dall’ espressione Y ai > P cl ' «nez- 
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to del n.° i3o, ma 1’ esponente frazionario ci conduce a ciò 
immediatamente : avremo d' altronde occasione di riconoscere 
in altre operazioni i vantaggi dell’ espressioni frazionarie , e 

di giustificarne l’ uso. . , 

Basta per adesso osservare che la divisione degli esponenti, 
nel caso ove dessa possa effettuarsi , corrisponde all’estrazione 
delle radici ; si dee , allorché ella è indicata , riguardarla 
come il simbolo della medesima operazione , e concluderne 

che 1’ espressioni 

1 n w 

y<r , e a» 

sono equivalenti 

È qui da notarsi che anco le convenzioni stabilite sulla ma- 
niera d’esprimere le potenze, conducono , per analogia, e 
per maggior estenzione , a dei simboli particolari , come nel 
n.° 37 siamo pervenuti all’ espressione a 0 — 1 . 

i33. Osservo in quest’occasione che la regola degli espo- 
nenti relativa alla divisione (36) , essendo applicala confor- 
memente a quella dei segni , relativa alla sottrazione (ao), con- 
duce pure a nuove espressioni per una certa classe di frazioni. 
Infatti , abbiamo per mezzo di queste regole 
a m 

— = a m n ; 
a n 

ma se l’ esponente n del denominatore sorpassa 1’ esponente 
m /del numeratore, l’esponente delia lettera o nel secondo 
membro sarà negativo. 

Se , per esempie 3 m = 2 3 =: 3 , avremo 



a* 

ma <T altronde , simplifìcando la frazione — 3 si 

1 

— : 1’ espressioni » 

a — , e a- 

a 


son dunque equivalenti. 

In generale , abbiamo per la regola degli esponenti 

a m 


e d'altronde 


_ a u,-m-n = a -n f 

a m +" 


a, m 1 


uova 
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resulta da ciò che 1’ espressioni 

1 

, e a-* 
a“ 

sono equivalenti. 

Infatti , il segno — , che precede l’ esponente n 5 essendo 
preso nel senso del n.® 6a , fa vedere che l’esponente propo- 
sto deriva da una frazione , di cui il denominatore contiene ;» 
fattori a di più che il numeratore , come lo, esprime aoco- 
» 

ja ; possiamo dunque , allorché s’ incontra una qualunque 

a n 

di queste espressioni , sostituirvi 1’ altra. 

Dietro a questa osservazione , la quantità , conside- 
rala come cW 

t t 

«’i 5 X — X — , 

c* ti* 

può esser posta sotto la forma 

a* b s c-’t/ - * , 

vale a dire , che possiam far passare nel numeratore lutti » 
fattori del denominatore , dando ai loro esponenti il segno—. 

Reciprocamente , allorché una quantità contiene dei fattori 
affetti da esponenti negativi , si pongono essi nel denominato re, 
dando il segno 4- ai loro esponenti ; di maniera che la quantità 

a*b 5 c~’d ~ * 


ritorna 


a'b^ 
c ’tf 


Delta formazione delle potenze delle quantità complesse: 

i34- Comincerò ad osservare che le potenze delle quantità 
complesse s'indicano ponendo queste quantità denlro parentesi, 
la quale si rende affetta dall’esponente della potenza. L’espressione 
(4«> — aa£-J"5£*) 3 , 

per esempio , denota la terza potenza della quantità 4 a'—nab 
S’ esprimerebbe pure questa potenza come qui sotto 

3, 

4o* — nab-^-bb 1 • 

>35. Le quantità binomie son le più semplici dopo le mo- 
pomie ; tuttavia , se si volessero formar le potenze per mezzo 
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delle moltiplicazioni successive , noti *’ arriverebbe in questa 
maniera cbe a dei resultati particolari per ciascuna potenza , 
come Io sono , per la seconda e la terza , quelli che ho fatto 
osservare nel n.* 34 : formerebbesi questa Tavola 

(x-f- a )» =x* -f- 2ax + , 

(x a) 3 =x 3 -+- 3ax* -f-3o* ar— |— a J , 

(x-f-o)* rra/* -}- 4ux 3 -{-6a* * a -f-4° 3 x "j" > ec * 5 

ma non si potrebbe comprendere facilmente la legge dei coef- 
ficienti numerici di questi resultati. Riflettendo all' andamento 
della moltiplicazione, riconosceremo che i coefficienti numerici 
nascono dalle riduzioni , che apporta 1’ eguaglianza dei fattori , 
i quali formano una potenza , e che , se impediremo queste 
riduzioni , renderemo la composizione de’ prodotti più manifesta. 

Per ottenere questo vantaggio, serve dare a tutti i binomi, 
che si moltiplicano , dei secondi termini differenti j prendere 
per esempio , 

x ar-J-c, ar-j-rf,ec. 

Effettuando le moltiplicazioni , che vo*ad indicare , e po- 
nendo in una stessa colonna i termini affetti da una medesima 
potenza di x , è facile trovare che 


(a; ~(- a)(x -j- b)— x' -f- ax -f- ab 
-|- bx 

(x -f* a)( x -f- b)(x c)= x 5 -f- ai’ "-f- abx -J- abc , 

-}- bx'-\-acx 
+ ex'- j- bcx 

( x-j-a )( x-Jf-b )( x-|-c )( x-f -d )— x 4 -f -a x 3 -j-aix’- -abcx-\-abcd 

-f-&r 3 -j-acx* ■ ■ abdx 
-\-cx ì -\-adx'~ - aedx 
-\-dx i -^-bcx' - - bedx 
-\-bdx 1 
-J-ctfx 1 


Senza spinger piti avanti questi prodotti , possiamo gii ricono- 
scere la legge della loro formazione. 

Immaginando che tutti i termini affetti dalla stessa potenza 
di x , e posti nella colonna medesima , non ne formin che un 
solo , come , per esempio , 

ax 3 -4- bx* ex 3 -f- dx l =2 (a -f* b -f- c -f- <f)x 3 , 
e così degli altri , 

i.° Si trova in ciascun prodotto un termine di più che non 
ri sono unità nel numero de' suoi /allori } 
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i.° L' esponente di x nel primo termine è lo stesso che il 
numero dei fattori , e va diminuendo dell? unità da un ter- 
mine a //nello , che lo segue $ 

3.° La più alta potenza di x non ha per coefficiente che 
r unità ; quella , che la segue , ovvero che ha un' unità di meno 
nel suo esponente , è moltiplicata per la somma de' secondi 
termini dei binomi ; quella , che ha due unità di meno nel 
suo esponente , lo è per la somma dei diversi prodotti , che si 
ottengono moltiplicando due a due i secondi termini de' bino- 
mi ; quella , che ha tre unità di meno nel suo esponente , lo 
è per la somma de' diversi prodotti , che oliengonsi moltipli- 
cando tre a tre i secondi termini de' binomi ; e così di segui- 
to : finalmente nell' ultimo termine t esponente di x essendo 
considerato come eguale a zero (3q) , si trova composto del 
primo diminuito di tante unità quante ve ne sono nel nume- 
70 de' fattori ; c questo termine contiene il prodotto di tutti i 
secondi termini fe' binomi. 

È facil vedere che la forma di questi prodotti deve restar 
soggetta alla medesime leggi , qualunque , siasi il numero de’ 
fattori. Frattanto possiamo anco averne una prova diversa dal- 
l’ analogia. • 

i36. In primo luogo è evidente che qualunque prodotto di 
questa specie deve contener le potenze successive di x comin- 
ciando da quella , il cui esponente è eguale al numero de' 
fattori , che abbiamo moltiplicati , fino a quella , il cui espo- 
nente è zero. Per indicare generalmente il resultalo , esprime- 
remo questo numero colla lettera m ; le potenze successive 
di x saranno indicate da 

x m , x m ~‘ x”— 1 , ec ; 

porremo le lettere A } J8 , C , ; . . . F , 

per le quantità , che debbono , moltiplicarle , a partirsi 
da *»'-■ ^ ma il numero de’ termini , il quale dipende dai 
valori particolari dati all’esponente m , restando indetermina- 
to (ino a che questo esponente non è stabilito , non si pos- 
sono scriver che i primi , e gli ultimi dell’ espressione , e s’ in- 
dicano per una serie di punti i termini intermedi , i quali 
son sottintesi. 

In tal modo la formula 

Bx m ~ : ‘-\-C3f n ~ ì -|- F, 

rappresenta il prodotto di un numero qualunque m di fattori 
x-j-a , x-f-b, x-\-c , x-\-d , eo. Se lo moltiplichiamo, per un 
nuovo l'alloie x-\-l , otterremo 

x m +'+Ax'"-\- Bx "-'. f C. r™- 1 

4 - 1 «"'4 -lAx"'-'-^U}x n ‘-' 
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E evidente i.° die se A è la somma degli m secondi ter- 
mini « , ò , c , z/ , co. j A~^~l 5 sarà quella di ni + ‘ seco udì 
termini a , b , c , d , ec. I , e che in conseguenza la compo- 
sizione assegnata a questo coefficiente Sara vera per il prodotto 
del grado m-J-i , se dessa è vera per quello del grado ni. 

i.° Se B c la somma dei prodotti di m quantità a , b , c , d , 
ec. , prese due a due, 2 ?-| ~IA esprimerà quella dei prodotti di 
m- 1- 1 quantità , a, b , c, d , ec. , l, prese pure due a due .* 

f laiche A essendo la somma delle prime , IA sarà quella dei 
oro prodotti per la nuova quantità introdotta l : dunque la 
composizione assegnata sarà vera per il grado m-|-i , se dessa 
lo è per il grado m. 

3.i Se C è la somma dei prodotti di m quantità a, b, c, d ec., 
prese tre a tre, C-\-lB sarà quella de' prodotti di «i-j-i quan- 
tità a , b , c , d , ec. , l , prese pure tre a tre ; poiché LI ! , 
secondo ciò , che procede , esprimerà la somma de’ prodotti 
delle prime , prese due a due , moltiplicati per la nuova quan- 
tità introdotta l : dunque la composizione assegnata sarà vera 
per il grado m-f-i , se dessa ha luogo per il grado ni. 

Si vede che questa maniera di ragionare s’estende a lutti 
i termini , e che 1’ ultimo IY sarà il prodotto degli z/z— |— i se- 
condi termini. 

Le osservazioni enunciate nel nntn. Q i35 essendo vere rispet- 
to al quarto grado , per esempio , lo saranno , seconda ciò che 
abbiain veduto , per il quinto , per il sesto -, ed elevandosi così 
di grado io grado , esse saranno dimostrate in generale. 

Segue da ciò che il prodotto di un numero qualunque di 
fattori binomi ar-J-a , x-\-b , x-f-c, x-\-d , ec. essendo rap- 
presentato da 

x m -f-Ax m —'-f-Bx m ~’-j- Cx m — 3 - j- ec. , 

A sarà sempre la somma delle m lettiere a , b , c , ec. , B 
quella dei prodotti di queste quantità prese due a due , C 
quella dei prodotti di queste quantità prese tre a tre , e così 
di seguito 

Per abbracciar la legge di questa espressione in un sol ter- 
mine , io ne considero uno situato iu un posto indeterminato, 
e che per questa ragione , lo rappresenterò per jV-r" 1- ' 1 . 

Questo termine sarà il secondo, se faremo /i = :i , il terzo, 
se faremo n—i ; 1 ’ undecime , se faremo n= io , ec. Nel pri- 
mo caso la lettera N sarà la somma delle m lettere a , 6 , c , ec.; 
nel secondo quella dei loro prodotti due a due; nel terzo quel - 
pi dei loro prodotti tre a tre ; ed in generale quella dei loro 
prodotti n a n. 

ii-j. Per cangiare i prodotti 

(.i-fn) (x4-ò) (x-f-c) , 

(v-j-uj (x-f- b) (x-fc) (x-f -d) , ec. 
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nelle potenze dì ar-J-a , cioè in 

(*+“)% (*+“>*> 

(i+aj4, ec. 

serve fare negli sviluppi di questi prodotti 

a—b , a=b—c , 

a~b~c=d , ec. 

Tutte le quantità le quali moltiplicano una medesima po- 
tenza di x , diverranno allora eguali tra loro ; così il coeffi- 
ciente del secondo termine , il quale , nel prodotto 

(*~H 0 (*+*) (*+<?) ( x ~\-d) è a-J-ò-j-c-f-d , 

si cangerà in 4 » ; quello del terzo termine , [nel medesimo 
prodotto essendo. 

ab-\-ac-{-ad-^-bc-\-bd-{-cd , 

diverrà 6 a’ ; e da ciò è facil conoscere che i coefficienti delle 
diverse potenze di x si cangeranno in una sola potenza di a, 
ripetuta tante volte quanti sono i termini , ed espressa pel nu - 
mero dei fattori , ohe contengano questi termini. Così il coef- 
ficiente JV , che moltiplica la potenza x" , - n , nello sviluppa 
generale Sara la potenza n di a ovvero a n , ripetuta tante vol- 
te quanti sono i differenti prodotti , i quali posson formarsi 
prendendo in tutte le maniere possibili un numero n di lette- 
re sopra un numero m ; [dalla ricerca dunque del numero di 
questi prodotti dipende quella del coefficiente del termine af- 
ietto da x m — n . 

i38. Per arrivare a scoprir il numero , di cui si tratta , 
bisogna primieramente distinguere le disposizioni , o permuta- 
zioni dai prodotti , o combinazioni. Due lettere a , e b non 
danno che un prodotto, ma son suscettibili di due disposizio- 
ni ab , e ba ; tre lettere a , b, c , che non danno che un 
prodotto, son suscettibili di sei disposizioni ( 88 ) ; e così di seguito^ 
Affine di fissare le idee , suppongo che vi sieno in tutto g 
lettere , 

°> *, e, d , e ,/, g , h , *, 

e che si tratti di disporle 7 a 7 ; è evidente che scegliendo a 
piacimento una disposizione di sei di queste lettere , abcdef 
tre lettere rimanenti g , h , * , e si avranno in questa ma- 
niera tre disposizioni di 7 lettere , cioè 

abcdef g , abcdefh , abcdef i. 

Ciò , che abbiam detto sopra una disposizione particolare dj 


/ 
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* ei JeUere . converrà egualmente a tutte; e ne dobbiamo con- 
eludere che ciascuna disposinone di sei lettere ne dark tre di 
sette lettere , e vale a dire , tante quante son le lettere che 
restano , le quali non vi sono impiegate. Dunque, se il uu 
mero delle disposizioni di sei lettere è rappresentato per P 
avremo qneHo delle disposizioni di sette lettere moltiplicando 
P per 3 ovvero 9—6. Rimpiazzando i numeri 9 e 7 Mr 
m , e « , e riguardando P come il numero delle disposizioni 
di cui son suscettibili m lettere prese in numero n~ , .1 

ragionamento non cangerk , ed avremo , ancora per il nume- 
ro delle disposizioni composte di n lettere 

P [ m — ( « — > ) , ovvero P(n- n 4.|), 

1 formula contiene implicitamente tutti i casi panico, 

lari. Affine di dedurre , per esempio , il numero delle dispo- 
sizioni di m lettere , prese due a due, faremo n=2 , il che dark 

ed avremo 

-P ~ m , 

poiché P eguaglierà allora il numerabile lettere prese una 
ad una : resulterà dunque da ciò r 

m ( m— 2-|-i ) , ovvero m ( m —i ). 

Ponendo^ in seguito 

%■ 

P = m(m— i),e«= 3, t 

troveremo pel numero delle disposizioni , -di cui son suscetti- 
bili in lettere prese 3 a 3 , 

m(m i)(m — 3-f-i) =m ( w __, v OT _ 2 i 

e facendo 

P=m (m--i) (m — 2) e n=4 

otterremo 

w(w— i)(m— 2 )(m— 3) 


sa { 2ttl n m U TrrST SÌZ - 0nÌSÌ e j cl “dono le npliche della stes- 
rnelte : ma ? la Teoria ’dèT* ’ ^ *“*• cl occu P ian ‘° , non Pam- 

calcZ^rrèffiuo qi f e l lL T esta istanza pub aver' luogo. Per 
.U II ) nell esempio , del quale mi sono servito , 
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i 3 g. Per passare adesso dal numero delle disposizioni di n 
lettere a quello dei prodotti differenti , fa di mestieri conosce- 
re il numero delle disposizioni , di cui è suscettibile un me- 
desimo prodotto. Per questo , osserveremo che , se in una qua- 
lunque di queste disposizioni si fissa una delle lettere nel pri- 
mo posto , potremo fare tra tutte 1’ altre tante permutazioni 
quante ne comporta un prodotto di n — 1 lettere. Prendo , 
per esempio , il prodotto abedefg , composto di 7 lettere ; si 
può , lasciando a nel primo posto , scrivere questo prodotto 
in tante maniera quante le disposizioni , che ammette un pro- 
dotto di sei lettere bedefg ; ma ciascuna lettera del prodotto 
prpposto può esser successivamente collocata nel primo posto ; 
cosi , chiamando Q il numero delle disposizioni , di cui è su- 
scettibile un prodotto di sei lettere , avremo Q X 7 per quel- 
lo delle disposizioni d’ un prodotto composto di 7 lettere. Se- 
gue da ciò che , se Q denota il numero delle disposizioni , che 
può somministrare un prodotto di n — 1 lettere , Qn denote- 
rà il numero delle disposizioni d’ un prodotto di n lettere. 

Tutti i casi particol^i si deducono senza pena da questa 
formula ; poiché , facendo tv=z 2 , e osservando che , quando 
non vi è che una sola lettera , Q— 1 , viene t X ? — 2 per 
il numero delle disposizioni d’un prodotto dì due lettere; pren- 
dendo in seguito ^stXi) e»r 3 , avremo i X 2 X 3 
“6 per il numero delle disposizioni d’ un prodotto d; tre let- 
tere ; facendo ancora (3 =2 t X 2 X 3 , e h = 4 t t>6 resulte- 
rà t X 2 X 3 X 4 j ovvero disposizioni possibili in un pro- 
dotto di 4 lettere ; e cosi di seguito. 

i4o. Essendo ben inteso ciò, che precede, è facile vedere 
che dividendo il numero totale delle disposizioni di n lettere , 
somministrato dalle m lettere proposte , per il numero delle 
disposizioni , di cui un medesimo prodotto è suscettibile , avre- 


laslerà (V osservare che si possono scrivere indifferentemente 
ciascuna delle nove lettere a,b,c,d,e, f , g , li , i , in. 
seguilo del prodotto di 6 lettere abedef. Chiamando dunque 
P il numero delle disposizioni di questa specie , avremo Px<j 
per il numero delle disposizioni di 7 lettere. Per la stessa ra- 
gione , se P denota il numero delle, disposizioni di in lettere 
prese n — t a 11 — 1 , quello delle disposizioni nan sarà Poi. 

Ciò posto , il numero del/e disposizioni di m lettene prese 
lai essendo evidentemente m , quello delle disposizioni 2 et 
2 sarà m X m , ovvero m’ ; quello delie disposizioni 3 a 3 sa- 
rà mX'uXm 1 ovvero m 3 ;• e finalmente mu esprimerà il nu- 
mero delle dispoìizioni nan. 
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ino per quoziente il numero dei prodotti differenti , clic si pos- 
son formare prendendo in tulle le maniero possibili n (allori 
fra queste m lettere. Detto numero sarà dunque espresso da 
P(m — n-4- i) , 

. . ■ \ ) ì ® secondo ciò , che abbiam veduto nel nu- 

Y« 

P(m n-f-i) 

Mler<> l3 7 > a n x m ~ n sarà il termine affetto da 

Qn 

x m—n ne l] 0 sviluppo di (x a) m . 

È evidente che il termine , die precede quest’ultimo, sarà 
espresso da ~ poiché, risalendo verso il pri- 

mo termine , 1’ esponente di x aumenta d' una unità , e nucl- 
o d, a diminuisce d’ altrettanto ; di più P , e Q son le quan- 
lita relative al numero n — i. 

P 

i 4 i* Se si fa — = il/, i due termini consecutivi indicali 

qui sopra diverranno 

„ (w — n+i) 

Ma*- 'x"-n +, } e M : — . 

resultati , che fan vedere come ciascun termine dello sviluppo 
d \ ( , X + V m *\ forma dal Armine , che lo precede. 

artendo dal primo termine , che è *"* , si arriva al secon- 
do facendo n _ i ; abbiamo Usi, poiché i» non ha per 


coefficiente che 1 unità , e ne resulta 


i Xm 


a* 


m - r , ovvero 


( ) ó proposito l avvertire che , facendo successivamente 

n=? , n — 3 , 11=4 > ec. , 

J r , P(m — n-f-1) 

la formula - ■ diviene 

Yn 

— 0 K m ~ 0 (™— 2 ) m(m— i)(m — 2 '(m — 3) _ 

*' 2 . . i. 2.3 j . 2 3 ,C ’’ 

nTnZ'c'J V aU CS P rimo,, ° ispettivamente quante con,hi„ nzia . 

elrZìJ f nr \ l C ° n " n " , " ncrn qualunque m di cose , v ren- 
dendole duca due , oeeero tre a tre, oppure quattro a quA,' 0 Z, 
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«_ aa;”'— *. Per passare al terrò termine, si la Af — —j * 

n — i il che dà a’*’"-’. Il quarto si ottiene per 

1.2 

m(m — i ) 

la supposizione di M— , e n — 3 , ciò condu- 

1 . 2 


m( m — l)(m — 2) 

ec a — « 3 *"■ 

t . a 3 

produce la formula 
ni 

(<r -J- a ) m “x m -J- — ax m —‘ -f 


3 j e così in seguito j lo che 


m(m- — i) 
a**'"-'* 


1 1.2 
m(m — ì) (in-— a) 

■j . a 5 x ™- 3 -j- ec. , 

1.2.3 


la quale si può convertire in questa regola ; 

Per passar da un termine a quel che lo segue , moltiplica- 
te il coefficiente numerico per C esponente di x nel primo » di- 
videte per il numero , che indica il posto di questo termine ; 
aumentate d' una unità /’ esponente èli a , e diminuite d al- 
trettanto quello di x. . 

Benché non si possa fissare il numero dei termini di questa 
formula se non che assegnando un valore particolare a m , 
non dee frattanto restare alcun dubbio sulla legge , che seguo- 
no i termini della formula per quanto si suppongano lontani 
dal primo ; e si vede che 

m{m — ì) (m— 2 ) . . , (m — n -f i) aH ^ K „ 
1.2.3... n 

esprime il termine , il quale ne ha n , che lo precedono. 
Quest’ ultima formula si chiama il termine generale della serie 

m m(m — i ) 

a-'"-! ax"’-' + ■ ■ - a' x m ~ x -f- ec. ) 

- I 12 

perchè , facendo successivamente 

n = i , n = 2 , n — 3 , ec. , 
essa d'a tutti i termini di questa serie. 
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t4a. Applichiamo adesso la regola del numera precedente 
alla formazione dello sviluppo di ( * + a) 5 j il primo lendi- 
ne essendo 

x s , ovvero a°x 5 (3j) , 

il secondo tara 

5 

— a'x 4 , ovvero 5ax* $ 


il terzo 


il quarto 


il quinto 


il sesto 


5X4 

— — a’x 3 oppure ioa’x 3 j 
a 

10 X 3 

• .. a 3 x* , ovvero 1 oa 3 x’ j 

3 

io X a 

— a 4 x , ovvero 5a 4 x 5 

4 


5X> 

* a s x° , ovvero a 5 . 

5 

Qni termina lo sviluppo , perchè a fine di passare al ter» 
mine seguente , bisognerebbe moltiplicare per ì’ esponente di 
* del sesto, e questo esponente è zero. 

Questo è ciò che viene mostrato anche dalla formula ; poi» 
chè il settimo termine avendo per coefficiente numerico 

m(m — 1 ) (ni — 3) ( m ■ — 3 ) (m — -4) ( w — 5) 
t . 2 . 3 . 4 . 5 . ti 

contiene nel caso attuale il fattore m — 5 , il quale diviene 
5 — 5 , ovvero o } e questo medesimo fattore entrando nei 
termini , che seguono , gli rende tutti nulli. 

E riunendo i termini , che ho ottenuti qui sopra , Viene 

(* + a) 5 = x5-}-5ax 4 -{- ioa*x 3 -{- ioa 3 x» + 5a 4 x ■+■ a 5 . 

i43. Si dedurrebbe in generale dalla formula del numera 
141I0 sviluppo della potenza qualunque d’ un qualsisia bi» 
nomio. Se s’ avesse , per esempio , da formar la sesta potenza 
di ax — 5a 3 > servirebbe sostituire nella formala alle potenze 
di x , e di a quelle di ax 1 , e 5a 3 respetiivamenle poi* 
chè se si facesse 


Algebra . 


a* 3 ss *' j e 5a 3 2= af , 


tt 
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avrebbesi' 

* r (ax 3 — 5a') e =(x' + «')' = 

* x i «_j_ 6oV 5 -f i5a' ’x'-H a ou' 3 x' s 
+ i5 a' V* + 6 a' V -f a' 6 (i4«) , 
e resterebbe da sostituire per a? , e per a 1 le quantità , che 
denotano queste lettere. Si troverebbe 

(ax 3 ) 6 -j- 6( — 5a') (tx 3 ) 5 J(- |5 ( — 5a 3 J’( 2 r 3 )^ 

-f- ao( — 5o 3 ) 3 (ax 3 ) 3 — j— 1 5 ( — 5o 3 )-*(2x 3 )* 

+ 6f — 5a 3 ) 5 (ax 3 ) + (— 5a 3 ) 6 

ovvero 64x'® — g6oa 3 x' 5 -}- 6oooa 6 x ,J 

— aoooo a^x 9 -f" 3^5ooa‘* x 5 

— 3j5ooo‘ 5 x 3 -f" i56a5a ,B . 

I termini di questo sviluppo sono alternativamente positivi, 
e negativi , ed è visibile che succederà sempre lo stesso allor- 
ché il secondo termine del binomio proposto avrà il segno — . 

1 44 - Si prepara la formula del num.° i4* in una manie* 
ra , che ne facilita l'applicazione nei casi analoghi al precedente. 
Osservando che 

x nt x m x m 

x m— i— — } g-m—t— — ^ x m 5 — ; eC. , 

* x % r X 3 

essa può scriversi nel modo seguente , 

ma m (m— 1 ) a’ 

x m -| x m -{- • — x m ec. , 

IX I . 3 X* 

la quale riducesi a 

/ ma m (ni — i) a* 

] H ! 

\ ix r . 2 x* 

m(m — 1 ) (m — 2 ) a 3 

_j 1_ ec . 

1 . 2 . 3 x 3 

isolando il fattore comune x m . Per calcolare col mezzo di que- 
sta lormula ; bisogna formare la serie de numeri 

m m — 1 m — 2 m — 3 



a 

moltiplicar primieramente il primo per la fratione — , poi il 

x 
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a 

resultalo per il secondo , e ancora per la fi rottone , poi 


ancora il resultato per il terso , e per la frazione e così di 

x 

seguito ; riunir tutti questi termini , aggiungere l unità , e final- 
mente moltiplicare il tutto per il fattore x"> . 

Nell’ esempio (ax 3 — 5a») 6 bisogna scrivere (ax 3 ) 6 iu luogo 
5a 3 a. 

di x >* e — in vece di — . Lascero al Lettore la cura 

2X 3 ® 

di effettuare il calcolo (‘). 

,45. >>j riduce facilmente lo sviluppo di una potenza di un 
polinomio qualunque a quello delle potenze del binomio nel 
modo, che ora farò vedere formando la terza potenza del tn- 
nomio n-f-i-f-c. 

I''o primieramente ò-f-c=m , ed ottengo 

( O ^.t4- c )3 = :;fl4-«») 3 =o 3 +3a , >n+3om*-j-m 3 ; 
ponendo in seguito per m il binomio b-\-c , che essa rappre* 
senta, ho 

(a-fi+c) 3 =a 3 +3a’(ò+r)+3a(ò+c)’-f-(ò+c) 3 , 


altro non resta che sviluppare le potenze del binomio b+c , 
ed effettuar sopra queste potenze le moltiplicazioni indicate ^ 

il che dura , ,, 

a 3 -f 3a’H-3nA’-H 3 
"J-Sa’c-j-bafcc-^-SA'c 
-J-3ac’-j-3òc* 

•+-C 3 . 


Dell' estrazione delle radici delle quantità complesse. 


146. Avendo esposta la composizione delle potenze delle qonn* 
tifa complesse , passo adesso all’ estrazione delle loro radici , 
pvincipiaudo dalla radice cubica dei numeri. _ 

Per effettuar 1’ estrazione della radice cubica dei numeri , 14 
di mestieri conoscer primieramente i cubi dei numeri di una 


(*) La formula dello sviluppo di (x-$-a)i" conviene a tutti 
i valori dell' esponente n. , e si applica egualmente al caso, 
in cui quest' esponente fosse frazionario , o negativo. Y ltCò ™ 
proprietà , che e importantissima , è dimostrata nel Compie» 
inculo di questo Trattato. 
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sola cifra , si troveranno questi nella seconda linea della seguen- 
te Tavola : 

1134^6789 
s 8 27 64 ia 5 216 343 5 ia 729; 

ed i) cubo di io essendo ioo« , qualunque numero di tre ci- 
fre non contiene che il cubo di un numero di una sola cifra.' 

La formazione del cubo di un numero di due cifre si effet- 
tua in una maniera analoga a quella del quadrato j poiché , 
decomponendo questo numero in deciue , e unita, deuotaudo 
quindi le prime per a , le seconde per b , viene 

(a + ò) 3 =a 3 -f 3 a 5 i-j- 3 aò>-fò 3 ; 

il che dimostra die il cubo , ovvero la lena potenza di un 
numero composto di decine , ed unità , contiene quattro para- 
ti ì cioi , il cubo delle decine , tre volle il quadrato delle 
decine moltiplicato per le unità , tre volle le decine moltiplicate 
per il quadrato delle unità , e finalmente il cubo delle unità . 

Sia 47 >1 numero , del quale si domanda la terza potenza; 
facendo a=4 decine , ovvero 4<> , b — 7 unita , troveremo 

a 3 ~ 64000 
3 a'b — 336 oo 
3 ab‘= 5 b 8 o 
6 Ì = 343 

Totale io 3823 = 47 X^ 7 >C 47 ; 

Per ritornare adesso dal cubo io 3 Sa 3 alla sua radice 47 » 
osserveremo primieramente che 64000 , cubo delle 4 decine % 
non ha cifre siguificaiive di un’ ordine inferiore alle migliaia; 
possiamo dunque , nella ricerca del cubo delle decine; far astra- 
zione dalle centinaia , dalle decine , e dalie unità del numero 
1 0 3 tì ?. 3 . Dopo di ciò, disponendo l'oprrazione come per {'estrazio- 
ne della radice quadrata , separeremo le prime cifre io3,823 

sulla destra con una virgola ; il maggior cubo ~ZT 7 

contenuto in io 3 sarà quello delle decine. Vedre- . 

mo per mezzo della Tavola precedente che que- ^9 1 
sto cubo è 64 , i® cui radice è 4 ; porremo dunque 4 nel po- 
sto destinato per la radice. Si sottrarrà in seguilo 64 d a tt> 3 ; 
ed alialo del resto 3 g abbasseremo le tre ultime cifre. 11 resta 
totale 39823 conterrà ancora tre parti del cubo , cioè , tre volte 
il quadralo delle decine moltiplicalo per il quadrato delle uni- 
tà , ovvero 3 a'b , tre volle le decine moltiplicale per il qua- 
dralo delle unità , ovvero 3 ab' , e il cubo delle unità , ovve- 
ro b i . Se si avesse il valor del prodotto 3 a’b, siccome si co- 
noscon di già le decine a , dividendo questo prodotto per 3 a’ , 
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li otterrebbero le unità b ; ma , benché non conoscasi 3 a’b , 
lappiamo frattanto che questo prodotto non debb' avere al- 
cuna cifra significativa d' un ordine inferiore alle centinaia , 
poiché contiene il fattore a* , eh' espiime il quadrato delle 
decine ; non può dunque trovarsi il detto prodotto che nella 
parte 3 g 8 , che resta del numero 3 982 3 , dopo che si son 
separate le decine , e le unità , nella qual parte si contengono 
inoltre le centinaia , provenienti dal prodotto 3 ab 1 delle de- 
cine per il quadralo delle unità, e dal cubo i 3 delle unità. 

Dividendo 3 q 8 per 48 , ch’esprime, nell’esempio propo- 
sto, il triplo «lei quadrato delle decine 3 a*, ovvero 3 X 16, 
troveremo per quoziente 8 ; ma ciò , che precede , fa vedere 
che non si dee adottar questa cifra per le unità della radice 
cercata senza averla prima verificata , e Ciò si fa formando le 
tre ultime parti del cubo , che debbono essere contenute nel 
retto 3g823. Facendo b — 8 , si trova. 

3 a'b — 384 °o 

3 ab* ss 7680 
P — 5 ta 


Totale .... 465 g 2 ; 

< questo resultato sorpassando 39823 , fa vedere che bisogna 
diminuire il numero 8 preso per le unità. Provando 7 nella 
stessa maniera , si vede che esso sodisfa alle condizioni , e che 
per conseguenza 47 è la radice cercala 

In vece di fare la verificazione , che ho adesso eseguita , si / 
preferisce quasi sempre di alzare immediatamente al cubo il 
numero , che esprìmono le due cifre trovate , moltiplicando- 
lo pel suo quadrato. Operando in questa maniera sopra 48 , 
si troverà 

48X48X48=1 «0592 ; 

e questo nntnero essendo maggior del proposto io 38 a 3 , mo- 
stra pure che la cifra 8 è troppo grande. 

147. Ciò che abbiamo praticato sull’ esempio qui sopra, 
debbe effettuarsi nella stessa maniera sopra tutti i numeri espres- 
si da più di tre cifre , e meno di sette. Avendo separata lo 
tre prime verso la destra , cercheremo il maggior cubo con- 
tenuto nella parte restante a sinistra ; porteremo la sua radi* 
ce nel posto, che le è stato destinato; toglieremo questo cubo 
dalla parte del numero proposto , sulla quale abbiamo opera- 
to ; allato del resto abbasseremo le tre ultime cifre ; separe- 
remo le decine e le unità , e divideremo ciò , che resta a 
sinistra , per il triplo del quadrato delle decine trovate ; ma 
prima di scrivere il quoziente alla radice , lo verificheremo 
alzando a cubo il numero , che esprime questa cifra unita alle 
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decine oognite. Se il resultilo di questa operazione è troppo 
grande , diminuiremo la cifra delle unita ; procederemo a una 
nuova verificazione, e cosi di seguito fino a che non si trovi 
un resultato eguale al numero proposto , o minore di questo 
numero , se de ssor non è un cubo perfetto. In questo caso la 
radice trovata non è che quella del maggior cubo , che esso 
contiene. Siccome abbiamo spesso dei resti considerabilissimi , 
ecco da che cosa potremo conoscere se la cifra delle unita è 
troppo debole. 

li cubo di a-j-A , allorché facciamo , divien quello 

di a-f-l , ed ha per espressione 

quantità , la quale sorpassa a 3 , cubo di à , di 

3 a“-|- 3 a-j- 1 - 

Segue da ciò che fintantoché il resto di un' estratione della 
radice cuba sarà minore di tre folte il quadrato della radice , 
più tre volte la radice , più V unità ; questa radice non sarà 
troppo piccola. 

i 48 . Per estrar la radice cuba da io 58 z 38 17 , osserveremo 
primieramente che qualunque sia il numero delle cifre di que- 
sta radice , se si decompone in unità , e decine , il cubo di 
queste ultime non potrà far parte delle tre ultime cifre verso 
destra , e dovrà per conseguenza trovarsi in io 5 # 23 . Ma il 
maggior cubo contenuto in u>5823 avrà più di una cifra nella 
sua radice , la quale potrà in conseguenza decomporsi in uni- 
là , e decine ; ed il cubo di queste decine Don discendono al 
disotto delle migliaia , non potrà far parte delle tre ultime 
cifre 8 a 3 . Se, dopo la separazione di queste, restassero sem- 
pre più di tre cifre verso la sinistra , si ripeterebbe il ragio- 
namento precedente , ed arriverebbesi cosi ad indicare il Juoga 
del cubo delle unità dell' ordiue il più elevato della radica 
cercata , dividendo il numero proposto in membri di tre cifre, 
andando dalla destra alla sinistra , potendo 1’ ultimo membro 
Contenerne meno di tre. \ 

Ciò posto , dopo d’ aver preparata l 1 operazione secondo il 
solilo , cercheremo primieramente , per le regola del num.® 
precedente , la radice cubica dei due primi membri a sinistra. 


e troveremo 47 per resultato ; toglieremo il 105,823,817 
cubo di questo numero dai due membri , che 
lo contengono ; allato del resto aoco abbas- 
seremo il membro seguente 817 j ed il nume 
ro 2000817 ^ ee contenere le tre ultime parti 
del cubo d’ un numero , del quale 47 espri- 
me le decine , e di cui si cercano le unità ; 
troveremo dunque quesie unità , come nell’ 
esempio del numero precitato , separando le 


64 

4> 

K,23 


io3 

S 23 


2 

0008 

i,'7 

io5 

82.3 : 

Si 7 

OOO 

OOO 

OOO 


4 ?* 

48 
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due ultime cifre verso la destra del resto , e dividendo la parte 
a sinistra per 6627 , triplo del quadrato di 47- Verificheremo 
il quoziente 3 alzando 47 ^ a cubo , e troveremo per resul- 
tato Io stesso numero proposto , perché questo numero è un 
cubo perfetto. 

La spiegazione dell’ esempio qui sopra può tenere luogo di 
regola generale. Se il numero proposto avesse un membro di 
più , si continuerebbe l’operazione come. 1 ’ abbiamo latto pel 
lerzo ; e non bisognerebbe mancare di porre un zero alla ra- 
dice se il numero da dividersi sulla sinistra del resto non con- 
tenesse quello , pel quale bisogna dividerlo : abbasserebbesi 
allora il membro seguente , e si opererebbe su questo mem- 
bro riunito al resto , come sui precedenti. 

1 4q- Poiché il cubo di una frazione si ottiene moltiplican- 
do questa frazione pel suo quadralo , [ovvero , ciò che è lo 
stesso , cubando il suo numeratore , e cubando il suo deno- 
minatore , ne segue che rieaderemo sulla radice , prendendo 
quella del nuovo numeratore , e quella del nuovo denomina- 

5 125 

tore. 11 cubo di — , per esempio , è ; prendendo la ra- 

6 3165 
dice cubica di 135 , c quella di 216, si ritrova — . 

6 

Tale è il modo , che bisogna seguire allorché il numera- 
tore e il denominatore , sono ambedue cubi perfetti ; ma al- 
lorché ciò non lui luogo t ci risparmiamo la pena di esitar la 
radice dal denominatore , moltiplicando (tei suo quadrato i 
due termini della frazione proposta ; poiché il denominatore 
resaltante da quest’operazione diviene il cubo del denomina- 
tore primitivo, e non resta che a prendere la radice del nu- 

3 

memore. Se si avesse, per esempio, — , moltiplicando i due 

5 

termini di questa frazione per- a5 , quadrato del denominatore , 


avrebbesi 


7 * 

5X5X5’ 


la radice del denominatore è 5 : quando a quella di q5 , si 
trova che essa c tra 4 ) e 5. Limitandosi a 4 , avremo 

4 3 

<— per la radice di — , che differisce dal vero meno di — . Per 

5 5 5 

t 

avere una maggior esattezza, bisognerà estrar la radice appros- 
simativa da 75 col mezzo, che indicherò in seguito. 
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Allorché il denominatore sari già un quadrato perfetto, ser- 
virà moltiplicare i due termini deila frazione per trovar la ra- 
dice cubica di * ; moltiplico i due termini per 3 , radice qua- 
drala di 9 , ed ottengo 

3X3X3 1 

prendendo la radice dal maggior cubo 8 contenuto in la , 
*’ ottiene f per la radioe cercata , che differisce dal vero me- 
no di |. 

i5o. Segue da ciò , che è stato dimostrato nel n.°97, che 
Ja radice cubica di un numero, il quale non è un cubo per- 
fetto , non può esprimersi esattamente per alcuna frazione , co- 
munque grande sia il denominatore: sarà dunque questa uua 
quantità irrazionale , ma di una specie diversa dalla radice 
quadrata ; poiché il più spesso è impossibile di esprimere 
1’ una per 1’ altra. 

,5,. Si potrebbe ottenere la radioe cubica approssimata per 
mezzo delle frazioni ordinarie, servendosi di un metodo ana- 
logo a quello , obe ho fatto conoscere nel n.° io3 sutla ra- 
dice qu adrata , e troppo facile a immaginarsi per non me- 
ritare di trattenervi , visto d’ altronde che riuscirebbe di po- 
co comodo 

11 maggior mezzo d’impiegare le frazioni ordinarie per que- 
sta ricercaconsiste nell' estrarla radice in frazioni (di una spe- 
cie da a. Aifine di conseguire , per esempio , la radice cubi- 
ca di ai, che differisca dal vero meno di uu quinto dell’ uni- 
tà , osserveremo che il cubo di j è j| 7 , e ridurremo in con- 
seguenza 22 in *y T °:la radice cubica di 2 j5o , essendo presa 
in numeri interi , avremo y, ovvero 2 per quella di 22. 

lòi. Il mezzo , eh’ è più in uso ond’ estrarre per appros- 
simazione la radice cubica'di un numero, consiste ned con- 
vertile questo numero in frazione decimale , osservando però 
elio ciò non può essere se non in millesime , o iu milliunesi- 
ine , te. , perchè le decine divengono millesime allorché s al- 
zano alla terza potenza , le centesime si cangiano in milliooe- 
si. uè , ed in generale , il numero delle cifre decimali , che si 
Imi .ino nel culo , è triplo di quello , che ne contiene la ra- 
due. Bisogna concludere da ciò che si dee porre in seguilo del 
numero proposto tre volte lauti zeri quanti sono i decimali , 
che si voghnuo nella sua radice* Faremo iu appresso 1’ estra- 
zione secondo fe regole esposte in ciò , che precede , e separe- 
remo usi resili tato il numero di cifre decimali richiesto. 

Se si volesse avere , per esempio , la radice cubica di 3^3, 
else differisca dal vero meno di una centesima , si scrivereb- 
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bero sei zeri in seguito a questo numero, e s* estrarrebbe fe- 
condo Ja regola, la radice da 325000000. Eccone 1 ’ operazione: 


327 ,000,000 
216 


Il 10,00 

3 t 44 32 
ia 5 b8o,oo 
3 a 5 660,672 

1 339 3 a 8 . 


688 

108 

13872 


Si separerebbero in seguito due cifre decimali sulla destra 
del resultato , e s’ avrebbe 6, 88: ma sarà più esatto il pren- 
dere 6, 89 , perchè il cubo di quest’ ultimo numero , benché 
maggiore di 327 , se ne approssima più che quello di 6 , 88.: 
Se il numero proposto contenesse già dei decimali , biso- 
gnerebbe , prima di cominciar 1’ estrazione , porre allo sua de- 
stra tanti zeri quanti ne sarebbero necessari per rendere il nu- 
mero delle cifre decimali multiplo di 3 . Sia , per esempio , 
0,07, scriveremo 0,070 : prendendo la radice di 70 millesi- 
me , troveremo 0,4. Per ispingere l’esattezza fino alle cente- 
sime , bisognerebbe porre altri tre zeri, il che farebbe 0,070000.' 
La radice di 70000 , estratta in uuraeri interi , essendo 4 > » 
quella di 0,07 , esatta fino alle centesime, sarà 0,41. 

i 53 . Dopo aver dati i mezzi d’ estrar la radice quadrata , 
e la radice cubica dei numeri , la formula del binomio con- 
duce ad un metodo analogo per ottener la radice d’ un gra- 
do qualunque ; ma prima di esporre questo metodo farò qual- 
che osservazione sull’ estrazione delle radici , il cui esponente 
è un numero , che abbia dei divisori. 

L’ estrazione della radice quarta può effettuarsi col mezzo 
di due estrazioni successive della radice quadrata ; poiché , 
prendendo in primo luogo la radice quadrata d’ una quarta 
potenza , di a’ ; per esempio , si cade sul quadrato , ovvero a*; 
resultato , la cui radice quadrata è a , ovvero la quantità cercala. 

Vedremo parimente che tre esitazioni successive della radice 
quadrata equivalgono all’ estrazione della radice ottava ; poi- 
ché la radice quadrata di a 8 è ti, quella di a* è a* , e fi- 
nalmente quella di a* è a. 

È evidente iu questa maniera che qualunque radice d’ un 
grado espresso da qualcuno dei numeri 2, 4,8, 16, 32 , ec., 
e vale a dire da nua potenza di 2 , s' otterrà per mezzo d’una 
serie d’estrazioni della radice quadrala. 

Le radici , i cui esponenti non sono dei numeri primi pos- 
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»on ridursi ad altre d’ un grado meno elevato ; la radice se- 
sta , per esempio , si otterrà per mezzo d’ uu’ estrazione della 
radice quadrata , seguilo da un’ estrazione della radice cubica. 
Per convincersene , fa di mestieri osservare che operando ia 
questa maniera sopra a 6 , si trova in primo luogo a 3 , e poi 
zi ; potrebbesi ancora prender prima la radice cubica j il che 
darebbe a* , indi la radice quadrata , ed avrebbesi a. 

i 54 Passo adesso al metodo generale, il quale applicherò 
ni quinto grado. Il suo andamento sara piu facile a intendersi 
sopra un caso particolare ; e paragonandolo a quello , che ho 
dato per 1’ estrazione della radice quadrata , e per quella del 
la radice cubica , vedremo senza pena come bisognerà opera 
re per un grado qualunque. 

Sia da estrarsi pertanto la radice quinta da 23 i 554009. 
servo primieramente che il più piceni numero di due cifre 
vale a dire «o , n’ha sei alla sua quinta potenza, ch’è 100000 # 
e ne concludo che la radice quinta del numero proposto ha 
almeno due cifre : potrò dunque rappresentare questa radice 
per n-j-ò, a essendo le decine , e b le unità j ed il numero 
proposto avrà per espressione 

(a-j-i) 5 =:a 5 -j- *óa f 'b-\- 1 oa^’-J-ec. 

Non isviluppo tutti i termini di questa potenza , perchè serve 
conoscere la composizione de’ due primi , come adesso vedremo. 

Ciò posto , è evidente che a 5 , ovvero la quinta potenza 
delle decine di questa radice , non polendo discendere al di 
sotto delle centinaia di migliaia , non fa parte delle cinque 
cifre sulla destra : separo dunque queste cinque cifre. Se ne 
restassero più di cinque a sinistra , farei riguardo a queste il 
medesimo ragionamento , che ho fatto adesso , e decomporrei 
cosi il numero proposto in tanti membri di cinque cifre, an- 
dando dalla destra alla sinistra : 1’ ultimo di questi membri 
verso la sinistra conterrà la quinta potenza delle unità dell’or- 
dine il più alto , che sia nella radice. 

Formando le quinte potenze dei nu- 
meri d’uua sola cifra , riconosco che 
a 3 i 5 cade tra la quinta potenza di 4 , 
ch’è ioa 4 , e quella di 5 , ch’è 3 ia 5 . 

Prendo dunque 4 per le decine della radice cercala , 
gliendo la quinta potenza di questo numero , ovvero 1024 » 
dal primo membro del numero proposto, Ilo di resto 1291 , 
allato del quale abbasso il membro seguente. Il numero , che 
ile resulta , dee contenere i termini ba / >b-\-\oà i b'' -{- ec. , che 
restano di (a-j-ò)* , dopo che abbiamo tolto a 5 ; ma il più 
elevato di questi termini è 5 a^b , ovvero cinque volte la quar- 
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la potenza delle decine moltiplicalo per le unità , perchè non 
discende al disotto delle decine di migliaia. Per considerarlo 
in particolare , separeremo le quattro ultime cifre sulla destra, 
le quali non ne fan parte, ed il numero 12915., che resta a 
sinistra , conterrà questo termine , più le decine di migliaia 
provenienti dai termini , che lo seguono. Si vede dunque che 
dividendo 1091 5 per 5 n* , ovvero per cinque volte la quarta 
potenza delle 4 decine trovate , non arriveremo che ad ap- 
prossimarsi alle unità. La quarta potenza di 4 ® ; il suo 

quintuplo si eleva a 1280 ; dividendo iagi 5 per 1280 , si 
troverebbe 10 per quoziente ; ma non si può porre più di 9 
nella radice , t bisogna ancora prima d’ adottar questa cifra , 
tentare se la radice 49 > che s’ ottiene aggiungendola alle 4 
decine , che digi'a abbiamo , produca una quinta potenza mag- 
giore del animerò dato. Si trova in questa maniera che biso- 
gna diminuire il numero 49 di due unità, e che la vera ra- 
dice è 47 5 con ** n resto eguale a 2209000 ; poiché la quin- 
ta potenza di 47 e 229345007 ,'e vale a dire, che la radice 
esalta del numero proposto cade tra 47 1 e 4^* 

Se vi fosse un membro di più , s’ abbasserebbe per unirlo 
al resto , che in questo caso ha lasciato la sottrazione della 
quinta potenza effettuata sopra i due primi membri ; opere- 
rebbesi sul resto totale come lo abbiain fatto sul precedente , 
e così in seguito. 

Dopo quello che abbiam detto , è facile d’ estendere al caso 
attuale le regole date tanto per estrarre la radice quadrata , e 
la radice cubica delle frazioni , quanto per approssimarsi alle 
radici delle potenze imperfette di questi gradi. 

i 55 . Col mezzo di metodi fondati sui principi medesimi ar- 
rivasi ad estrar le radici delle quantità letterali ; 1’ esempio 
seguente servirà per far vedere coinè dobbiamo contenerci per 
un grado qualunque. 

Abbiamo trovato nel n.° r 43 la sesta potenza di 2r 3 — 5 a 3 ; 
riprendo questa potenza per estrarne la radice sesta ; e per far 
ciò la dispongo nel modo seguente: 


64.E 1 8 — g 6 oa 3 x 1 5 -j- 6 oooa 6 x ’ 1 
-j- 375 ooa‘ ’x 


— 64*'* 


20000«9x9 

6 — 375ooa ,5 x 
-f-i5625a‘ 8 


3 


2X 3 — 5fl 3 
1 92X 18 


resto— g6oa i x‘ 8 -J-ec. 

La quantità proposta essendo ordinala per rapporto a x , il 
suo pruno termine debb' essere la sesta potenza del primo ter- 
mine della radice ordiualu nella stessa maniera ; prendendo 
in conseguenza la radice sesta di 64* 18 , secondo la regola 
dei u.” 129 si ha 2x 3 . 
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Alzando questo resultato alla sesta potenza , e sottraendola 
dalla quantità proposta , il resto , che ottieusi , comincia ne- 
cessariamente dal secondo termine dello sviluppo della sesta po- 
tenza de’ due primi termini della radice. Ora , nell’espressione 

(a + hf = a« -f 6a 5 i-fec. 

questo termine è il prodotto di sei volte la quinta potenza del 
primo termine della radice per il secondo j e se si dividesse 
per 6<z s , il quoziente sarebbe il secondo termine b. 

Bisogna dunque formare il sestuplo della quinta potenza del 
primo termine 2 * 3 della radice , il che darò 

6 X 32 *' 5 , ovvero 192*'* , 

e dividere per questa quantità il termine— gSoa 5 *" 5 , col qua» 
le principia il sesto dell’ operazione precedente ; il quoziente- 
— 5 a J è il secondo termine della radice. Per verificarlo , alze- 
rebbesi alla sesta potenza il binomio 2x 3 — 5 a J , ed il resulta- 
to darebbe la quantità proposta. 

Se la radice dovesse contenere uu termine di più , trovereb- 
Lesi , dopo 1 ’ operazione adesso esposta , un secondo resto ; il 
quale principierebbe col sestuplo del prodotto della quinta po- 
tenza dei due primi termini della radice per il terzo , e che 
perciò bisognerebbe dividere per 6[2x ! — 5 a 3 ) s ; il quoziente 
sarebbe questo terzo termine della radice , la quale verifìche- 
rebbesi formando la sesta potenza dei tre termini già trovati: 
Si procederebbe nella stessa maniera per trovar tulli i termini 
consecutivi , qualunque fosse il numero dei medesimi. 

Delle Equazioni a due termini. 

i 56 . Ogni equazione , la quale non contiene che una sola 
potenza dell' incognita , combinata con delle quantità cognite, 
può sempre ridursi a due termini , uno de’ quali è la riunio- 
ne di tutti quelli che contengono l’incognita , e l’altro com- 
prende 1’ insieme delle quantità date : ciò lo abbiamo già ve- 
duto per il secondo grado nel n.° io 5 , ed è fàcile concepir- 
lo per un grado qualunque. 

Se abbiamo per esempio , 1 ’ equazione 

a'x 3 — a?b' = b^c 3 -J- acx* , 

passando tulli » termini affetti da x in un sol membro , ne 
dedurremo 

a'x s — acx 5 ~ ile 3 -}- a^b* , 
ovvero («’ — ac)x 5 =z b^c 3 -f- a 5 b*. 

Se adesso si rappresentano le quantità 

o*— -ac per p, ò*c 3 -f- a 5 A* per q , 
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1’ equazione precedente diverrà 

px i — q j 

e liberando del coefficiente la quantità x 5 , avremo 

.‘=1, 

P 

dalla quale concluderemo 

5 


*=vi. 


In generale , qualunque equazione a due termini estendo 
ridotta alla forma 

px m —q . 

dà allora ; 

j 

p 

e prendendo la radice del grado m da ciascun membro sì 
consegue 1 


m 

«Vi 


i 5 7 . Bisogna osservare che, se l’esponente m è un nome- 
ro impari . il radicale non avrà che un solo segno . e sarà 
quello della quantità ch’è affetta dai radicale medesimo (j3i). 
Quando 1 esponente m sarà pari, il radicale avrà il dop- 

a 

pio segno - 4 - ; «ara immaginario se la quantità — è negati- 
va , ed il problema sarà allora assurdo, come^nel secondo 
grado ( i3, ). 

Ecco alcuni esempi. 

L’equazione * s = — 1034. dà 

x —~y/ 1 oa4~— 4> 

perche 1’ esponente 5 è impari. 

L’ equazione *'1=625 dà 

4 

x = 4 - y 625=-p5, 
perchè 1’ esponente 4 è pari. 

Finalmente, l'equazione »•*— - \ 


6 dando 


*==^FV— *6, 
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non conduce che a dei valori immaginari , poiché l' esponente 
4 essendo pari , la quantità posta sotto il radicale è negativa. 

i58. Prima d’andare più avanti, farò conoscere un fatto 
analitico , il quale sarà utilissimo tanto per il seguito di que- 
st’Opera che per il suo Complemento , e eh’ è assai notabile 
per se stesso : questo è che tutte l’ espressioni x — a , x' — n» , 
x l — a 3 , ed in generale x m — a m ( ni essendo un numero in- 
tero positivo qualunque ) sono esattamente divisibili per x~a. 
La cosa è evidente per la prima \ si sa che la seconda 
x 1 —a’ — (x-f>a) (x — a) (34) , 
e per mezzo della divisisene si decomporrebbero facilmente le 
altre. Dividendo parimente x m — a m per x — a, troverebbesi 
per quoziente 

x m — 1 -}- ar m ~ * -f- o’x”" 5 -f-ec. 

l’esponente di x andando sempre diminuendo d’ una unità , e 
quello di a aumentando nella stessa maniera ; ma in vece di 
seguire le particolarità di quest' operazione , porrò immediata- 
mente 1’ equazione 

— a m 

— r m 1 -j- ax m ~ 2 -f- a 1 *" 1-3 -f- a m ~*x -j~ a m ~‘ , 

x — a 

la quale può verificarsi , moltiplicando il secondo membro per 
x— a. Diviene allora 

x n ‘+ax m ~'+a , x m - 2 -\-a m -'x , -\-a m ~'x 

-r-ax nt ~~ l —(i 2 x nt ~ % — a i x"'-- i *x — a m i 
tutti i termini della prima linea , a partir dal secondo, essen- 
do gli' stessi, ad eccezione del segno, che quelli , i quali pre- 
cedon 1’ ultimo della seconda linea , resta solamente . dopo la 
riduzione , x”‘ — a m , vWe a dire il dividendo proposto. 

Bisogna osservare che in seguito del termine o*x ra— " viene 
necessariamente nella linea superiore il termine a i x m ~ i , il 
quale si trova distrutto dal suo corrispondente nella lineo in- 
feriore ; e che parimente nella linea inferiore trovasi avanti il 
termine a m ~'x un termine — a m ~ *x l , il quale distrugge il 
suo corrispondente superiore. Questi termini non sono scritti } 
perchè si sottintendono compresi nella lacuna indicata dai ponti. 
159 . Ciò conduce a delle conseguenze importantissime rela- 

4 

tivamente all’equazione a due termini x m — — . 

P 

Denotando per a il numero , che s’ ottiene per l’estrazio- 
ne immediata della radice , eseguita secondo le regole del nu- 
mero >54 , si ha 

<7 

— = a* , ovvero , 

P 
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e trasportando il secondo membro nel primo , viene 
a m — a m — o. 

La quantità x" 1 - — a m si divide per x — o , e si ha , per il n.° 
precedente , 

x m — a m — ( x — a ){x m -'-{-ax m -'.. . -(- a m— -f- a m_ ) j 
quest’ ultimo resultato , che svanisce allorché diverreb- 

be egualmente nullo se si avesse 

x m ~ ' -j- nx m ’... a m ~ , x -J- a m ~ 1 — o (i 16) ; 

e se in conseguenza esistesse un valore di x , il quale sodis- 
facesse a quest’ ultima equazione , esso sodisfarebbe egualmen- 
te alla proposta. 

Questi valori hanno coll’ unità delle relazioni semplicissime, 
le quali si scopriranno facendo ir — ay : per mezzo di ciò l’e- 
quazioae x m ~a m z^o , diverrà , . , 

a m y m — a m ~o , ovvero y m — i — n • 

e si otterranno i valori di * moltiplicando quelli di y per 
» numero a. 

L equazione y m —i~o dà in primo luogo 

m 

y m =i , y = Vi = 1 , 
poi dividendo y—i per y-t , si ottiene 

y m ~] + +y+ * , 

e questo quoziente , essendo eguagliato a zero , è l’equazione, 
'la cui dipendono gli altri valori di y , i quali avranno , nel- 
o stesso modo che 1 unità, la proprietà di sodisfare all’ equazione 

y m —i~o, ovvero y m — i - 

e vale a dire che la loro potenza del grado m sarà 1’ unità. 

Ua ciò resulta questa conseguenza , singolare a prima vista, 
cioè, che 1 unita può aver più radici oltre a se stessa. 

Queste radici, le quali sono immaginarie, hanno, inalerà* 
do co, un uso frequente nell’Analisi; ma non posso qui fàr 
ouoscere ie non che quelle dei quattro primi gradi , perchè, 

a uesiT^n? ' P re . cei ^ e J uou si può risolvere che per 

questi soli gradi 1’ equazione 

y m ~ l +r—+ + i=o, 

la quale le somministra. 

Sia i .* m— 2 , abbiamo 

, ,, , y* — i aro , . - 

dalla qnale ricavasi 

y = + > » y =3 — i . 
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Facendo m~ 3 si ottiene 

y i — » =o , 

dalla quale deducesi 

y = 1 j 

poi y* ■+■/+ • = o. 

Quest’ ultima equazione essendo risoluta , dà 

_i-j_V.IT — 1— V — 3 

r , y= ; 

» 3 

cosi abbiamo , per questo grado le tre radici 
— 1~{-Vll3 — ,_VH3 

y=* >y= » y= 

a a 

Le due ultime sono immaginarie ; ma , se ne facciamo il cu* 
bo , formando a norma dei n.° 34 quello del numeratore , e 

se si osserva che il quadrato di V — 3 essendo — 3, il suo cu- 
bo è — 3^ — 3, troveremo pure , come per la radice r— l * 
3.° Prendendo m= 4 , si ha 

, , y 4 — »=° » 

dalla quale se ne deduce 

y = * » 

dipoi y J +r ’-{-/+ 1=0 ) 

che riducesi a 

y t (y+0+y+*=(y+ i )Cy’+ , )=® 

di dove ricavasi 

y-f-t=o , oppure y’+t=o ; 
equazioni , che danno 

y=— < , y=+^~ 1 > y——V— 1 ■ 

le quattro radici della proposta sono dunque 

r=+i , r=— I , y=+V— 1 , y 

Pi questi quattro valori due solamente sono reali , e gli al- 
tri due immaginari. 

Questa moltiplicità di radici dell’ unità dipende da una legge 
generale delle equazioni , dietro alla quale una incognita am- 
mette tanti valori quante unità vi sono nell’esponente del gra- 
do dell’ equazione , che la determina ; e quando il problema 
non comporta questo numero di soluzioni reali , esso diviea 
completo per mezzo di simboli puramente algebrici , i quali 
trovandosi sottomessi alle operazioni indicate nell’ equazione , 
la verificano. 
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Segue da ciò clie le radici dei numeri liatiho due specie di 
espressioni , o valori 5 la prima , che io chiamerò determina- 
aio ne aritmetica , è il numero che si trova coi metodi espo- 
sti nel u.° a 54 * ) e ^e è unico per ciascun caso particolare) 
la seconda comprende i valori negativi, e l’ espressioni imma- 
ginarie , le quali io denoterò sotto il nome di determinazioni 
algebriche , perchè desse non debbono la loro esistenza che 
alla combinazione dei segni dell’ Algebra. 

Delle equazioni , -le quali posson risolversi comi quelle 
del secondo grado. 


t6o. 11 carattere di tali equazioni Consiste in questo che es- 
se non contengono che due potenze diflerenti dell’ incognita » 
e che l’ esponente dell’ una è doppio di quello dell’ altra ; la 
loro formula generale è 

x' m -\-px m —q) 

p ^ e q essendo quantità cognite. 

Se prendiamo in primo luogo x m per l’ incognita , ovvero 
se facciasi x m ~u , avremo 


onde 




u'-\-pu—q s 

u=2—h>^fRp' (“' 9)1 

rimettendo x™ in luogo di u , ot terremo 

**=— | p±Sq+lp'\ 

equazione a due termini , poiché 1’ espressione 

q-\-^p % i » 

non contenendo che delle operazioni cognite , da effettuarsi 
sopra delle quantità date , debb’ esser riguardata come rappre- 
sentante delle-^uantiià cognite. -, 

. Rappresentando per a , e per a 1 i due valori di questa espres-* 


sioue , avremo 


x m —a j e x h, =a’ t 

da cui ricaveremo 

» m . 

rrsay a , e y a • 

Se l’esponente m fosse pari , in vece dei due valori qui so* 
torà se ne avrebbero quattro } poiché ciascun radicale sarei»* 
ne suscettibile del seguo t± : ne verrebbe 


Algebra 


segno 


12 


/ 
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elementi: 

m nt 

*=— V« > x — — V a '> 


r questi quattro valori sarebbero reali se le quantità a , e a' 
fossero positive. _ 1 

Tutti i valori di x saranno compresi in una formula sola, 
indicando immediatamente la radice dei due membri dell’ e- 
q nazione _____ 

il che dara , 

rti 

x —\f ~~* p 

IL Problema seguente conduce ad una equazione di questo 
genere. 

161. Decomporre il numero 6 in due fattori tali che la 
somma de' loro culi sia 35 . 


Sia x uno di questi fattori , 1 ’ altro sarà — • , ed avremo 

216 • *• 

per la somma dei loro cubi , a; 3 e , i’ equazione 

.v 3 



* 


la quale riducesi a 
ovvero a 


ar s 4-2i6 rrSSa-s , 

x s — 35 x 3 = — 216. 


Se riguardasi .r 3 come l’ incognita , otterremo , per mezzo 
della regola dell’ equazioni di secondo grado , 

*»-=ty =t V(y)>— 216 

Effettuando i calcoli numerici indicati troveremo 



ed in conseguenza 
donde ricavasi 



a=V8 =2 . 
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Il primo valore dà per il secondo fattore ovvero 2 , lad- 
dove che il secondo valore conduce a f ovvero 3 ; abbiamo 
dunque in un caso 3 , e 2 pei fattori cercati , e uell’ altro 2, 
e 3 . Queste due soluzioni uon differiscono cesi che per un 
cangiamento d’ ordine nei fattori del numero dato 6. 

162. Liquazioni che ho adesso considerate, son egualmen- 
te comprese nella legge generale enunciata al n.° t 5 g; poiché 

m tn 

bisogna moltiplicare i valori di \ a , \~a per le radici delle 
unità nel grado tn. 

Applicando questa considerazione all’ equazione. 
x° — 35 x J = — 216 , 
troveremo le sei radici seguenti : 

*=> X 3 , x—ì X ’ 1 

-•+V-3 — 1 +V-* 

x— X 3 ; x — X» i - 

2 2 

— 1 — V— ì — 1 — 

* — 1 X 3 , a : — - 1 "" X 2 1 

2 2 
delle quali le due prime sono le sole reali. 

Dii calcolo dei radicali. 

1 63 . Il gran numero dei casi , ne’ quali non si pnssoiia 
estrarre esattamente le radici , e la lunghezza dell’ operazione 
necessaria afline di conseguirle per approssimazione , han con- 
dotto gli Algebristi a procurar di eseguire immediatamente sul- 
le quantità sottomesse ai segni radicali le operazioni fondamen- 
tali indicate sopra le loro radici , ed a simplificarne tanto 
quanto era possibile i resultati , in modo da protrarre alla fine 
del calcolo 1’ operazione la più complicata , e vale a dire l’estra- 
zione , per non doverla effettuare die sopra i più piccoli nu- 
meri , ovvero sull’ espressioni le più semplici, che i Problemi 
proposti possano comportare. 

La somma e la sottrazione delle quantità radicali dissimili 
non possono che indicarsi col mezzo dei segni -j~ , e — . I’er 
esempio , le somme 

, V«+V<~> V“+V*"> 

le differenze 

3 __ 5 3 3 _ 

V» — y.7 , V~— V* , 

non son suscettibili di uh 1 altra espressione. 
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Non sarebbe lo stesso delta quantità 

’ 3 _ 3 — - 5e 3 

4«y 2l $ “H V 16 ® 3 * V lft, ‘ ^ > 

ad 

{ lerrliè i radicali , che la compongono , possono divenir simi* 
i mediante la simplifìcazione indicata nel n.° j3o. Osservo* 
rebbesi primieramente che 

yi bà s i sz ybo 3 . 2 Ì , ovvero 2a\ib , 

» ___ 3 3 

\ìa c b = \a b . 2 b, ovvero °* \ib j 

ond’ avrebbesi 

3 3 5 a'c 3 

/{a^ib -j- la^ib — — — y nò ; 

ad 

e riducendo otterrebbesi 


3 5ac 3 a 

6a\ab y ib , ovvero (6d — 5 c) — \zb- 

d d 

164 . A riguardo delle altre operazioni, il calcolo de’ radi- 
cali riposa sopra questo principio di già citato : Se si altana 
i differenti fattori di un prodotto a una medesima potenza ; 
il prodotto sarà alzato a questa potenza. Da un altro lato, è 
visibile che si alza una quantità radicale alla potenza dei 
medesimo esponente , che ha il radicale , sopprimendo questo 

radicale. Per esempio, y a alzata alla settima potenza è sem- 
plicemente a , poiché quest’ operazione , inversa di quella , che 

indica il segno \ , non fa che ridurre al suo primo state 

la quantità a. 

Ciò posto , se , per esempio , nell’ espressione 

y^~ x Vi- 
si sopprimono i radicali , il resultato ab sarà la settima po- 
tenza del prodotto indicato qui sopra ; e prendendo la radice 
settima , ne concluderemo 

y a X y S" = \ab. 

Questo ragionamento , il qual può applicarsi a qualunque al- 
tro caso , fa manifesto che , per moltiplicare due espressioni 
radicali del medesimo grado , bisogna fare il prodotto delle 
quantità sottoposte ai radicali , e rendere affetto questo prtr* 
dotto da un radicale del medesimo grado. 
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Per mezzo di questa regola , si ha 

3 ^a«ó 3 X qV 5 a?bc ~ ai V loa^b^c = 

aia 1 !»’ » roc : 

4 ^a*' — i J X ~ ^ V^a’ — 

4V a 4_*4 ; 


ltì* 


fkl 2a9 — a 3 ** » / a 1 A 3 c* -f -6 3 c* 

^ «4—64 * 


=V 


lo 9 — a 1 ^ 6 a , é 3 c’■4-A s c , 

V ! . 

a4-M d* 


V o 3 (ia* — A 6 ) ÀV 


= .\^a 3 A 3 c’ ^ un 6 — A« 

* ri* * a'—b r ’ 

& motivo che 

a«— A4=(a’+A-)(a’— A*). 

i65. Se si considera che la settima potenza dell’ espretsio» 
yo~ « 

uè , per esempio , è — , ne concluderemo , prendendo 

7 , £ 

•y* 

la radice settima di quest’ ultimo resultato , che 

7 7 


?=Vi> 


yr 

dal che ne segue che , per dividere V una per V altra due quoti* 
liti radicali del medesimo grado , bisogna prendere il quozien- 
te delle quantità sottoposte ai radicali , e rendere questo quo- 
ziente affetto da un radicai del medesimo grado. 

Si trova > per mezzo di questa regola , che 

^60 b ftìab 

=Vr = v ^ 

V3a * 3a 
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iBa 


Va’ 


;= V— 

Va-f-6 V 


Vo— à 


Va 4 * — \( « 4/) __ »/ ° 4 

S V A 3 e . " V Z>*C* 

Vìv 


166. Segue dalla regola della moltiplicazione dei radicali del 
medesimo grado , data nel n.° 164 , che per alzare una quan- 
tità radicale a una potenza qualunque , serve alzare a quella, 
potenza la quantità sottoposta al radicale , e rendere questa 
resultato affetto dal radicale medesimo ; poiché , per esempio, 

alzare \ób alla terza potenza, vuol dire effettuare il prodotto 

V «T X ^ x Ì&Ì , ... 

e siccome i radicali sono del medesimo grado , bisogna (tb4) 
moltiplicare tra loro le quantità affette dai medesimi , poi por- 
re il segno radicale avanti il prodotto j il che dà 

^a'W. 

7 

Parimente y a 5 i 5 alzala alla quarta potenza dà V , 
la quale riducesi a 

V 'ah* , 

decomponendo a a b ‘ 1 in a"A<X a ^ 5 1 e prendendo la radice del 
fattore a~bt (i3o). _ 

È pure a proposito di osservare che , quando l esponente 
del radicale, è divisibile per quello della potenza , alla^ quale- 
si alza la quantità proposta , l'operazione si effettua dividen- 
do il primo esponente per il secondo : Per esempio , 



perchè 3 

Infatti y<i indica una quantità , la quale è sei volte fat- 
tore in a , e la quantità y a , la quale si ottiene dividen- 
do l’esponente 6 per 2 , non essendo altro che tre volte fat- 
tore in a , equivale in conseguenza al prodotto di due dei 
primi fattoli j dessa è dunque la seconda potenza di uno di 



questi fattori } ovvero di y<s . 
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Lo stesso ragionamcato si applicherebbe all' esempio presen- 
te 1 ed a qualunque altro : 



167. Rovesciando le regole dell’ articolo precedente , si eon- 
seguiscouo quelle , che fa di mestieri seguire nell’ estrazione 
delle radici dalle quantità radicali. 

È manifesto primieranieulc riguardo alla prima che, se gli 
esponenti delle quantità sottoposte, al radicale son divisibili 
per quello della radice , che si vuole estrarre , si effettuerà l'o- 
perazione come se non vi fosse alcun radicale , c si renderà 
affetto il resultato dal radicale primitivo. 

Si trova , per esempio , che 

3 5 ___ i __ 

\f fa ~\f fa - v “‘ 

\/ = ^ Mm* ~ * 


Dalla seconda regola del num.° precedente si conclude , che 
V estrazione della radice delle quantità radicali si indica m 
generale moltiplicando l esponente radicale per quello della 
radice ; che si vuole estrarre. 

l’er mezzo di questa regola , trovasi che 



Difatto , X a * ** una quantità, eh’ è cinque volte fattore in 

«i (2 4 , luy) ; ma la radice cubica di \a< dovendo pure es- 
ser tre volle lattore in, quest’ ultima quantità , si troverà &X 3 
volte , ovvero r5 volte tutore nella prima a'< ; dunque 


3 3 . , 5 

\f y '—'fa- Dimostrercbbesi parimente clic 1^ y^4— Vo'* 

l ^ 3 


iGS Poiché moltiplicando l'esponente di una quantità sot. 
toposta ad un radicale per un numero ( « f>6) s inalza la ra- 
dice alla potenza indicata da questo untati 0 > c malupli- 
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eando pure per il medesimo numero l’ esponente del radioale 
(167) si estrae dal re 5u i, at0 una radice di grado eguale a quel- 
lo della potenza , clie abbiamo formata , ne segue clie questa se- 
conda operazione_ridu w a l suo primo stato la quantità proposta. 

L’ espressione \à* , per esempio , può cangiarsi in , 
la quale si ottiene moltiplicando per 7 gli esponenti 5, e 3 • 
poiché moltiplicare per 7 l'esponente a 3 vuol dire formar la 

settima potenza del radicale proposto , il che d'a il radica- 
5 , 

le Va’* > e moltiplicando per sette P esponente 5 del radica- 

le vuol dire prendere la radice settima del resultato; ope- 
ratone , la quale distrugge 1’ effetto della prima. 

?%• Mediante questa doppia operazione riduconsi al mede- 
sin:? grado un numero qualunque di radicali di gradi diver- 
si , n .il >,v>da ad un tempo V esponente di ciascun radi- 
cale , c quelli delle quantità al medesimo sottoposte , per il 
pi u tolto degli esponenti di tutti gli altri radicali. L’ identità 
dei nuovi esponenti dei radicali è per se Stessa evidente , poi- 
ché dessi sono formati dal prodotto di tutti gli esponenti dei 
radicali primitivi , e dietro a ciò , che precede , ciascuna quan- 
tità radicale non ha cangiato valore. 

Per mezzo di questa regola si trasformano 

V<z 3 ò* , e * 

■ *S— ' 3 5 

114 \a"b'* , e y e*V'S . 

parimente le tre quantità 


v«i*, v**<-- 5 j VòV » 
divengono respettivamente 



1 0 5 

VòTv 3 , 


i ® 5 ^ 


Se vi fosser dei numeri sotto i radicali , bisognerebbe alza- 
re ancor questi alla potenza espressa dal prodotto degli espo- 
nenti degli altri radicali. 

170 Parimente si può passar sotto il segno radicale un fai- 
tare , che ne sia fuori , aliandolo alla polenta espressa dal - 
? esponente del radicale. 
t-angeremo , per esempio , 

, • 5 . — s __ s 

a ni y a *o , e zayT, , in Vj£ 7£7 

Dopo di aver ridotti ai medesimo grado , per la tra* 
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iformazione precedente , dei radicali qualunque , applichere- 
mo loro senza difficoltà le regole date nei num.i 164 , e i 65 
concernenti la moltiplicazione j e la divisione delle quantità 
radicali del medesimo grado. 

Sia in generale 


cangio (169) 


\aPbi X \bV ; 


mn t 

In \ a " ì> b n '> , V b mr c m ‘ ; 

e la regola del n.° 164 dà 


mn _ mn 

V a n ?bni y Vi™ r c mI = Va"''^’+'" r c m ‘ 


per il prodotto dei radicali proposti- 
Abbiamo pure per il n.° i 65 . 




ma «» m» 

l 'aPbi Va" p i n » 4 fci n Pb n i _ 

— - V JftnrQmt W 

yi r c* •yì»* r c'" 1 


c m * 


Osservaiioni sopra alcuni casi singolari del Calcolo 
dei radicali. 

173. Le regole, dalle quali abbiamo fatto dipendere il cal- 
colo dei radicali , si applicano senza difficoltà alle quantità 
reali ; ma esse indurerebbero in errore per rapporto alle quan- 
tità immaginarie . se non si accompagnassero con alcune osser- 
vazioni , le quali dipendono dalle proprietà dell equazioni a 
due termini. 

Per esempio , la regola del n.° 164 dà immediatamente 

V— a X y—aX— «=V al ’ 

e se noi ci contentass’mo di prender -f- a per Y«*, >1 resulta- 
to sarebbe visibilmente falso , poiché il prodotto V-—aX^* — °i 

essendo il quadrato di V — a , deve ottenersi sopprimendo il 
radicale , ed c in conseguenza eguale a — o. 

Bezout ha spiegata benissimo questa difficoltà osservando 
che quando s 1 ignora in qual maniera sia stato formato il qua- 
drato a* , e che se ne dimanda la radice ì si deve assegnare 
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egualmente - 4 - n , e — a ; ma quando sappiamo d' altronde 
quale di queste due quantità è stata moltiplicata per se stessa 
onde produrre a' ,• non è più permesso , ritornando indietro , 
di prenderne un'altra. Questo caso è evidentemente quella 

dell’ espressione V — a x ^ — a : sappiamo allora chela quan- 
tità a 1 compresa sotto il radicale \à r viene da — a moltipli- 
cata per — a ; 1 ’ ambiguità dunque cessa ; e quando ritornia- 
mo alla radice bisogna porre — a. 

Lo stesso imbarazzo avrebbe pur luogo per il prodotto 
V^xV» se non si fosse condotti , perchè non vi è alcun 
segno — nell’ espressione , a prendere immediatamente il va- 
lore positivo di Bisognerebbe far attenzione che , in que- 
sto caso , a * venendo da a moltiplicato per -f- a , la sua 
radice deve necessariamente essere -4- a. 

Questi ragionamenti non lasciano nessun dubbio sul caso 
particolare , che abbiamo considerato , ma ve ne sono altri , 
i quali non si possono spiegar chiaramente se non che me- 
diante le proprietà dell’ equazioni a due termini. 

173. Se , per esempio , si domandasse il prodotto yà ^ — 1 > 
riduccndo il secondo radicale al medesimo grado del primo 
( 169 ) , si avrebbe 

4 4 4_ 4 — - 4 

y a x y(— i)>=yax y4-i=y a ; 

resultato reale , benché sia evidentissimo che la quantità rea- 
le yù, moltiplicata per la quantità immaginaria \ — 1 , de- 
ve dare un prodotto immaginario. Non bisogna creder frat- 
4 

tanto che 1 ’ espressione yjsia interamente falsa , ma solamen- 
te che si prende allora in un senso troppo particolare. 

Infatti , considerata algebricamente , essendo l’espressio- 
ne dell" incognita x , nell’ equazione a due termini 

*4 — a — 0 , 

«• suscettibile di quattro determinazioni differenti (159), poi- 
ché , se facciamo arra* , rappresentando per * il valore nu- 

r • 4 

nerico di y ,7 fatta astrazione dai segno , ovvero la determi- 
nazione aritmetica di questa quantità , avremo i quattro vaioli 

«X 4 - t , « X — 1, * X 4 “ ^ — 1 » rt X V 1 j 

il terzo de’ quali è precisamente il prodotto proposto. 

Con un poco di attenzione riconoscesi facilmente la cau- 
sa dell’ambiguità, che abbiamo osservalo. La seconda potai - 
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*a 4- i della quantità — i Posta sotto il radicale quadrato , 
potendo esser prodotta lauto da -|-i X-j- 1 ohe da — i X — 1 > 

s’ introducono nella quantità \T due determinazioni , le quali 
non si trovano in \ — i. / 

In generale , la maniera , colla quale abbiamo trovata la 

regola , che serve a formare il prodotto \I~X y6“ ri ^ uces * 
ad alzare questo prodotto alla potenza mn ; poiché , se si fosse 
rappresentato questo prodotto per z , e si fosse fatto. 

\~a x vr=* , 

inalzando primieramente alla potenza m , si sarebbe ottenuto 

n 

a\b m —z n ‘ ; 

di poi alzando ancora alla potenza n , sarebbesi avuto 
a"b m =zz mn - 


Questo prodotto non essendo dunque cognito che per la sua 
potenza del grado mn , ovvero per un equazione a due ter- 
mini di questo grado, debbe avere mn determinazioni (i 59 ); 
e queste si concepiscono facilmente allorché si fa attenzione che 

l’ espressioni VI, e \b, non essendo altra cosa che i valori 
delle incognite x, e y nell’ equazioni a due termini 

x m — a = o , y n —b=o , 

ed in conseguenza suscettibili di m , e di n determinazioni , 
potremo , combinando ciascuna delle m determinazioni di x 
con ciascuna delle n determinazioni di y , ottenere mn deter- 
minazioni del dimandato prodotto. . . . 

Quando si tratta di quantità reali la scelta non e imbaraz- 
zante , perchè il numero delle determinazioni di questa specie 
non sorpassa mai due (i 5 7 ) , le quali non differiscono che 

per il segno. . i « c 

\nl\. Facendo uso della trasformazione notata ne n. 1 9? 
si fa cadere tutta la difficoltà sulle radici di + i , ovvero di 
-r ; poiché se si pone *=*i e y=P“ , « e indicando le 

determinazioni numeriche di V a » V*» senza aver r ’S uarc ^ 
al segno , 1’ equazioni 

:pa = o 5 y"+^b~o 

divengono 

^ 1 — 0 » 
e se ne ricava 1’ espressione 


y±mx XV— 1 * 
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nella quale «0 rappresenta il prodotto dei numeri \ a , VC 
ovvero la determinazione aritmetica della radice del grado m/t 

del numero a n b m ■ .. , , . 

Quando vorremo part solarizzare il prodotto dei radicali 

fyzEbper una determinazione speciale di questi ra- 
diali , bisognerà trovare , dietro 1’ equazioni 

, u*4Zi=o , 

le diverse espressioni di $ET, tftf, « combinarle con- 

VC IM° rimaneu te queste operazioni non si presentano che per 
alcuni casi semplicissimi, de’ quali ecco qui 1 principali : 

!.. V~aX V^ó-V 7X V^( v -i X V ~)i 

sopprimo il radicale di V — i , ed ottengo 

Vr ; x v=i=VaTX 4 ->=-v^ - 

3.° VHó x ^ — b=^ab ( 1 )* > 

i • ì > npr — i . perchè ricadérci sull 'am- 

bìgua" notala* nel n.° i 7 3 ; ma osservo che il quadrato del- 
la radice quarta non è altra cosa che la radice quadiala , o 
viene allora 

yjZ IT X \— b — \ ab X V— >• 

3.0 yZZ x y-3 = V“^ X (^f—iY=\àb X V— 1 
ZZZ^ab X — 1 =— V* 

Si troverebbero in questa maniera dei resultati alternativamen- 
te reali , ed immaginari. 

Lei Calcolo degli esponenti frationart. 

in 5. Allorché si pongono in luogo de’|radicali gli esponenti 
frazionari , che loro corrispondono (i3a) , 1 applicazione - 
mediata delle regole degli esponenti somministra i medesimi re- 
sultati , che danno i metodi usati nel calcolo dei radicati. 
Infatti , se si trasformano le quantità 

yo s 6* , V oV ' 


l> 5 » 


i i 

a 3 c 4 
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avremo 

X v~ = J i X <} c* = 

3 ,_j a a i i ’ 

a 5 ^ fc s c “ai 5 c 5 ^ 

quindi osservando che f== r -J- f , che in conseguenza 

4 »-H ? , „ 

a = a =«X“ ( a -V» 

e che a 5 i 5 c 5 equivale a , verrà 

\a i b‘ X ya i c I “ ayoi'c* ; 

resultato non solamente esalto , ma ancora ridotto alla sua 
più semplice espressione. 

m— — — n - ■ ■ - 

Sia 1 ’ esempio generale \a<'bi X \b r c‘- ì i radicali proposti 
si trasformano in 

p - s 1 * 
a" b m , i" c», 

ed otterremo , secondo le regole degli esponenti (a6) 
p_ i- ~ - E. l 

a m b m Xb" c^V c"- 

q r 

Se si vuole adesso effettuar la somma delle frazioni — , — , 

s m n 

fa di mestieri ridurle al medesimo denominatore ; ed affine di 
dar dell’ uniformità ai resultati , bisogna lare lo stesso anco 
P s 

sulle frazioni , — : s* ottiene per questo mezzo 
m n 

Tip wq-Wwr ms 
a mn l mn c m„ . 

e passando ai radicali) si ha come nel n.° 171 , 


y a p bi X y b r c‘ = \a np b n i - mr c m ‘ . 

176. La divisione si effettua colla stessa semplicità : abbia- 
si j per esempio , 


y a 4 i a 


ai- bs 


b~ 


5 

\a*>c 


« i 

"5 5 

a c 


(33) J 


\ 
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ìgo 

il che ricucesi a 


E1EMENT.1 


A? 


e passando ai radicali si ha 


"1 



:=V- 

* ae 


In generale abbiamo 


aV 



e riducendo al medesimo denominatore gli esponenti fraziona» 
rt , per effettuare la sottrazione indicata , si trova 


ya p b k 

\VF 


_np nq — mr 
Cl ninfa mn m n 


rtm mn f Q a P 


Cl ap fa tt< i ~~ ntr 


C m * 


C mt 


È facil vedere che la riduzione degli esponenti frazionari al 
medesimo denominatore fa lo stesso effetto che la riduzione dei 
radicali al midesimo grado , e conduce precisamente agli stes- 
si resultati (171). 

157. Egli è ancora evidente , per la regola del n.° 127 , che 


( w v n * _P V n _*P « 

V"'’ j _ J a"‘ \ _ a"' __ 


\a”P » 


e per quella del n.° 129. 

n m P mi 

' VV‘ T= = = 

Il calcolo degli esponenti frazionari è uno degli esempi pili 
ragguardevoli dell’ utilità dei segni allorché dessi son bene 
scelti. L’ analogia , che regna tra gli esponenti frazionari , e 
quelli che sono interi , rende la regole , che dobbiamo seguire 
nel calcolo di questi ultimi , applicabili a quelle degli altri , 
mentre che sono stati necessari dei ragionamenti particolari 
per discoprir le regole del calcolo dei radicali , poiché il se» 
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gìioy , che gli esprime , non ha alcun legame coll’ opera- 
cene , che gli genera. Più c’ inoltriamo nell’ Algebra , più ri- 
conosconsi i numerosi vaniaggi , che ha prodotti in questa 
scienza il simbolo degli esponenti immaginato da Descartes. 

Teoria generale delle Equazioni. 


178. L’ equazioni del primo e del secondo grado, sono, a 
parlar propriamente , le sole , delle quali si abbia uua solu- 
zione completa ; ma si sono scoperte nell' equazioni di un gra- 
do qualunque delle proprietà generali , le quali conducono a 
risolverle allorché esse sono numeriche , ed offrono delle nu- 
merose conseguenze per le parti più elevate deH’Algebra. Que- 
ste proprietà dipendono da una forma particolare , sotto la 
quale può esser posta qualunque equazione. 

Supponendola tanto generale quant’essa può essere per un gra- 
do qualunque , una equazione deve contenere tutte le potenze 
dell’incognita, da quella di questo grado fino alla prima in- 
clusivamente , moltiplicate ciascuna per delle quantità cogni- 
te , e in oltre un termine tutto cognito. 

L’ equazione generale del quinto grado , per esempio , con- 
terrà tutte le potenze dell’incognita dalla prima fino alla quin- 
ta inclusivamente ; e , se vi sieno più termini affetti dalla po- 
tenza medesima dell incognita , bisognerà concepirli riuniti iu 
un solo , come lo abbiam fatto per I’ equazioni di secondo gra- 
do nel n.° 108. Dipoi passeremo , come abbiam fatto nel me- 
desimo numero , tutti i termini dell’equazione in uri solo mem- 
bro , 1’ altro sarà necessariamente eguale a zero ; e rendere- 
mo il primo termine positivo cangiando , se sarà necessario 
tutti i segni de’ termini dell’ equazione. 

Avremo con questo mezzo un’ espressione simile alla seguente: 

nx s -\-px ! '-\-q x ’-j-r.r’-f-sar-j-/— o 

nella quale bisogna osservare che le lettere « , p,q . r s t 
possono rappresentare tanto dei nunieri negativi quanto dei nu- 
meri positivi ; poi dividendo tutto per « , affine di non al- 
sciare al primo termine che 1’ unità per coefficiente , e facendo 



Ax’+.y.r-j- T~o. 

Da ora in avanti supporrò che siensi sempre preparate 1 ’ e- 
quazioni nel modo , che Ito fatto adesso , e rappresenterò 1’ e- 
quazione generale di un grado qualunque per 
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® „ J. p jJC M~'mLQx n '~ * -f* Tjr-f- U—0. 

La lacuna* indicala dai punti si riempie allorché si dà all’espo* 

nt Qu adunque ^u^nnta , o espressione , sì reale , che immagi- 
naria la *quale posta in luogo dell’ incognita » in una equa- 
zione preparata come qui sopra , rende il primo membro 
eeuale a zero , e per conseguenza sodisfa al problema , si 
chiama la radice dell' equazione proposta ; ma siccome qui 
nnn T tratta di potenze , questa denominazione e piu genera- 
le di quella , che sino al presente ho data alla parola radice 

( 9 ina ] Ecco una proposizione analoga a quelle dei numeri i»6, 
e i5q e che deve riguardarsi come fondamentale. 

La radice di una equazione qualunque 

x n_J-Px"~ l +Q X ' ,_: ‘ • • • • -+-Tx+U=o 

essendo rappresentata da a , il primo membro di questa equa, 
tinne dividesi esattamente per il binomio x— a. 

Difauo , poiché a è un valore di * , abbiamo necessariamente 

a n -\-Pa' , ~ l -^-Qa n ~' . - • -\-Ta-{-U~o j 


ed in conseguenza 

j JJ-; — fl «— Pa»-"— Qa"'** . . . . —Ta ; 
di maniera che l’equazione proposta è identicamente la stessa che 


*r._j Qn— • . . 
— a"— Pa"'— ’ . • 



e riducesi a 

a ) 

Le quantità . 

*« — n" , ' — a n — 1 , x n —'' — a"— 1 , . . x — a , 

essendo tutte divisibili per i— a (i58) , è evidente cheli pri- 
mo membro della equazione proposta avrà tutti i suoi te™»’* 
ni divisibili per questa quantità , e sarà in conseguenza divi* 
sibile per * — a , come richiedesi dall’ enunciato della propo- 
sizione (*). 

(*) D' Alembert dimostra la medesima Proposizione nel no* 
do , che segue. 

Se si concepisce che il primo membro dell' equazione pro- 
posta sia diriso per x— a , e che P operazione sia stala spinta 
fino a che non sieno esauriti tutti i termini affetti da * > ** 
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. i Per formare il quoziente , altro hdn ti deve fare che 
lostituire in luogo delle quantità , 1 

. * n - a " i f-'—a*-' , *»-* —a»-* 

l quozienti , che esse danno allorché si dividono p er x — a ■ 
e cne sono respetiivamente » 

!B n -'-j~aT n ~'-\-a'x n - 1 »... 4-n"-' 

**“*•+« a” 1-3 .... -f-n" * ’ 
a "- 1 .... - fa "- 3 , 

-f-t. 

Ordinando il resultato per rapporto alle potenze di *, troveremd 
* n ~‘ + a'x n ~ 3 _1_ 

-\-Px' , -'-ì r Pl}X n - 3 _L_ p (l n—x 

■f*?*" -3 + <?«"-* 

, ... . . +r. ‘ ' 

i, * . E visibile, dietro alle sole regole della divisione , ette 
il primo membro dell equazioue 

«"-J-PaH*- ’-f Qx’—'+et.—o 

essendo divisò per x—d , darà un quoziente della forma 
pi n , ** (P*"- 3 -|-ec. , 

», J V > ec - indicando delle quantità cognite, differenti dà 
* ) x j ec. : avreinò dunque 

I "+^^ , + ec =( x — ’+ec.) : 
e Seguendo 1 osservazione del num.» , ,6 , l’equazione prono-' 
Sta si verificherà in due maniere , cioè , facendo 
* — o=o, ovvero x n — =o» 


«sto ’, se v» sofà . non potrà contenere X. Rappresentando 
questo resto per R , e chiamando Q i l quoziente qualunque , 
a cui saremo pervenuti , avremo necessariamente 
,, y. a '‘+-P-r' 1 • • • -+ec.=:^(ar — 

Ora , allorché invece di x si sostituisce a , il primo membro 
va a zero , poiché a è il vero valore di x ; il termine Q(x_ al 
va parimente a zero per motivo del fattore x=a , che diviene 

jjjj “p. dunrì “ e ™ ere R =° 5 e ciò indipendentemente 
dalla sostituzione ; poiché questo restp nbn contenendo x , la 
sostituzione non può ejfeituarvisi , ed anco dopo conserva Id 
stesso valore , che egli avea per l' avanti. 

. .... -fec. 

è divisibile esattamente per x—a 

Algebra ' 


Digiti 


jg4 «LZMEMTl 

Se adesso l'equazione 

}ia una radice b , il suo primo membro sarà divisibile per 
x — b ; avremo ancora 

a;»— 1 -j- jP'a."— *-|-cc.— (a: — A) , -f-P M x' ,— 3 -[-ec.)^ 

ed in conseguenza 

x n -\-Px n ~ *-|-ec.zz:(x — at)(x — b)(x n — ’-|-P ,, x ,, ~ 3 -|-ec.); 

l’equazione proposta potrà dunque verificarsi in tre maniere, 

cioè facendo 

x — a — o , ovvero x — bxx. o , ovvero x »-‘-fP''i r"- 3 -fec.=ro. 

"Se 1’ ultima di queste equazioni ba una radice c , il suo 
primo membro si decomporrà pure in due fattori 

(a: — c)(x n ~ 3 -j-P ,, 'a:' ,— ^-|-ec.)rz» , 

ed avremo 

x"-\-Px n ~'-\-e c. 

=(x—a)(x—b)(x—c){x’'- ì -\-P"'x''-t+ec.y, 
dal che si la manifesto che l’equazione proposta potrà verifi- 
carsi in quattro maniere , cioè , facendo 

x — a~. o, x — £= 0 , x — c=o, x n—1 -j-P' ,, x' , ' , *-j-ec.~o. 

£ continuando lo stesso ragionamento , otterremo successi- 
vamente dei fattori de’ gradi 

tv — 4 j n — 5 , n — 6 , ec ; 

e se ciascuno di questi fattori , eguagliato a zero , è suscetti- 
bile d’ una radice, il primo membro dell’equazione proposta 
sarà ridotto alla forma 

(x — a)(x — £)(x— e)(x — d) .... (x — l), 
e vale a dire , sarà decomposto in tanti fattoti di primo gra- 
do quante saranno le unità dell’ esponente n del suo grado. 
L’ equazione 

x" 4- Px" _ 1 +ec . =o 

potrà dunque verificarsi in n maniere , cioè , facendo x — n=o, 
oppure x — b—o , oppure * — c=o , ovvero x — d — n } ovve- 
ro finalmente x — 1~0. 

Fa di mestieri osservare che queste equazioni non dehbon 
essere riguardate come vere che alternativamente, e che si ce- 
derebbe in delle manifeste conlradizioni se si supponesse che 
le medesime avessero luogo simultaneamente. Difallo , da x — a 
=o ricavasi x~a , laddove che x — £= o conduce a x=b $ 
conseguenze , le quali non possono insieme accordarsi allorché 
a , e b sono quantità diseguali. 
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102 . Il primo membro dell’ equazione proposta 
a n -f- Px n ~ ' -f-ec — o 

essendo decomposto in n fattori di primo grado , 

x — a,x — b, x — c ,x — <7, , . . . x l 

non potrà essere divisibile per alcun altra espressione di que- 
sto grado 1 Infatti, se la divisione per un binomio a 1 — * , dif- 
lerente dai primi , fosse possibile , avrebbesi 

ea io conseguenza 1 n 

^- a )(x_iX^-c)(x_rf)...(x_f) = (x- lt )(x "-‘■fpx-.+ec.y. 

ora , . angiando x in M si ottiene 

secondo membro svanisce a causa del fattore nullo *-*: 
ma non e lo stesso del primo, eh’ è il prodotto di fattori lul- 

r' di" ■ tren V zcn> > a c ^ e “ differisce da ciascuna delle 
a ici a , b , c, d , .... I -, la supposizione non è dunque vera ; 
unque una equazione di un grado qualunque non può am- 
mettere piu divisori binomi di primo grado , di quel thè vi 
sieno unita nell' esponente del suo grado , e non può avere in 
conseguenza un maggior numero di radici (*). 

1 ‘ “'guardando una equazione come il prodotto di un 

numero di fattori 1 

i x a ' x—b, x — c, x — d , ec. 

gna e a esponente del suo grado , essa prenderà la forma 
e pio otto indicato neln.° 1 35 , con questa modificazione pe- 
ro , c ìe ì termini sarauno alternativamente positivi , e negativi. 
Se ci J imitiamo , per e-empio , a quattro fattori , avremo 

x (7 - r ”f~e hx' - — abe .7— J— l:rd- — -n 

— bx'-i-acx’ — abdx 
•~c£ i -\-adx'' — aedx 
m —dx s -\-bcx t — bedx 
-\-bdx'' 

-f -cdx' 

C) Questa dimostrazione, molto più semplice di quella , 
che aveva data nelle Edizioni precedenti, è ricavata dagli 
Tv 1 ',* Ma,ema,lclle Pubblicati dal Sig. Gergo, ine (Vedete 
" L' P a 8' 20 9i 2 *0) nota). 

g i è a proposito di osservare che ciò accade perchè il bi~ 
nonno x-ruè primo co' fattori x-a , x-b , ec. e che per 
c eguenza esso non può dividere il loro prodotto ; proposizio- 
ne, che si estende ad ogni polinomio della forma ira Pxm-'-f- 

„ ostl [ u ^ <0 Onesti polinomi a ’ numeri , ne' ragionamenti del 
97 , si dimostrerà facilmente che ogni polinomio che divida il 
f ™ i? IO i- 1 ^"7 P 0 * 1 * 00 "** A , e B , ec. che è primo con uno di 
{ polinomi, divide necessariamente l’altro. 4 
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I secondi termini dei binomi * — a , x— l , x —e , te. è s- 
snido le radici dell’ equazione , prese con un segno contrario, 
ìe proprietà osservale nel n.° t35. , e dimostrare in generale nel 
numero i3fi. , avranno luogo per il caso attuale nella ma- 
niera seguente : 

II coefficiente (lei secondo termine , preso con un segno con - 
trario , sarà la somma delle radici ; 

11 coiffeiente del terzo termine sarà la somma dei prodotti 
delle radici moltiplicate due a due : 

Il coefficiente del quarto termine , preso con un segno con- 
trario sarà la somma dei prodotti delle radici , moltiplicate 
tre » tre. ; e così in seguito , osservando di cangiare i segui 
de’ coefficienti dei termini situati in posto pari. 

/, alarne termine. , soggetto cerne gli altri alla stessa legge, 
suià d prodotto di tutte le. radici- 

: .Eguagliando , per esempio , a zero il prodotto dei tre fattori 
X— 5 , x+4 , *+3 

loiinereuio 1* equazione 

x’+jx*— a3x — 6o=o, 
le radici della quale saranno 

+5,-4, -3 : 

avremo per la loro somma 

5-4—3=- a : 

per quella dei loro prodotti due a due 

+5 X - 4+3 X — 3 — 4X — 3= — 20 — 1 5+i asa — *3 , 

e per il prodotto delle tre radici 

+5X — 4X — 3=6o 

Questo è ciò che si dedurrebbe ancora dai coefficienti a , —a 
i3 , — fio , osservando di cangiare i segni di quelli del secon- 
do , e del quarto termine. 

Se si eguaglia a zero il prodotto dei fattori 

x — a , x — 3 , e x+5 , 

1’ equazione resultante 

x ,j — igx+3o=o , 

mancando del termine affetto da x' , potenza immediatameft- 
te inferiore a quella del primo termine , manca del secondo 
termine , e ciò perebè la somma delle radici , la quale, pre- 
sa con il seguo contrario , forma il coefficiente di questo ter- 
mine , e qui 

2 +3-5, 
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ovvero zero ; oppure, iu al (ri termini , perchè la fomraa delle 
radici positive è eguale a quella delle negative (*)• 


(*) Potrcbbesi credere che per iscoprìr le radici di ari e- 
quazione qualunque del quarto grado 

x 4 + p^+ qx . +rx+s= o , 

fosse sufficiente paragonarla col prodotto formato nel n.° iS 3 , 
osservando di eguagliare le quantità , le quali, moltiplicano 
neir una , e nell' altra le medesime potenze di x ; ed è per 
questa ragione che la maggior parte degli /tutori elementari 
pensano di dimostrare che una equazione di un grado qualun - 
que è il prodotto di tanti fattori semplici quante son le uni- 
tà , che si trovano nell' esponente del suo grado : vedremo da 
ciò, che segue , (he il loro ragionamento è falso. Io non ho 
concluso questa proposizione se non che condizionalmente nel 
num.° 182 , poiché sarebbe necessario , per affermarla positi- 
vamente , dimostrare che una equazione di un grado qualun- 
que ha una radice o reale o immaginaria , lo che non sembra 
facile a farsi negli Elementi , e che per buona sorte non è 
aliar necessaria ; si possono d' altronde vedere nel Comple- 
mento le riflessioni, che ho riportate su questo soggetto. 

Formando V equazioni 

— a — b — -c — d =rp 
ab-f*ac-j-ad-(-bc-}-bd-j-cd =q 
— abe — abd— aed — bed rrzr 
abed =3 

per ricavarne i valori delle lettere a , b , c , d , i quali sa- 
rebbero le radici dell' cquazioue proposta , il calcolo sarebbe 
complicatissimo se si volesse impiegare per la determinazione 
delle incognite a , b , c , d , il metodo del nutn.° j8 ; ma , 
se si moltiplica la prima dell' equazioni qui sopra per a J , In 
seconda per a’ , la terza per a , e si sommino questi tre pro- 
dotti con la quarta , membro a membro avremo 

— a^izrpa’-j-qa'-l-ra-^-s, 

dalla quale conchiudesi, per mezzo di una semplice trasposizione , 
a^-f-pa 3 -J- qa ’-f-ra-f- s=;o . 

Questa equazione non contiene altro che a , ma desta è inte- 
ramente simile alla proposta : la difficoltà di ottenere a è dun- 
que la stessa di quella per ottenere x. 

Così , come lo ha detto CustiUon ( Metti, di Boriino , a/t* 
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,84. Quando ai considera una equazione come formala dal 
prodotto di più fattori semplici , o di primo grado , si pro- 
va ( ,8a) che essa non può averne che un numero espresso 
dell’ esponente a del suo grado ; ma , se si combinano questi 
fattori due a due , si formeranno delle quantità di secondo 
grado , le quali pure saranno fattori dell’ equazione proposta, 
e il cui numero sarà espresso da 


n(n ,) 


(i4o). 


I . 2 

Per esempio il primo membro dell’ equazione 
x' 1 — ax*-\-abx' — ri hcx df-abcd—O , 
— bx^ -J -acx*—abdx 
—ex ! -|- adx’ — arde 
• — c Ix'-fbex'' — bedx 
~ybdx' 

-J -cdx' 


no ijSg : ( « Si prova bone in tulli i Corsi di Algebra che 
» per mezzo del prodotto di più binomi semplici formasi un' 
» equazione di qualunque grado si voglia , ma non si è mai 
» fatto vedere che una equazione formata per mezzo della 
•» moltiplicazione di più binomi semplici possa aver dei coef- 
y> fidenti tali quali vorrannosi ». 

Se , in vece di moltiplicare le tre prime equazioni in a , 
b , c , d per a 3 , a’ , e a si moltiplicassero respeltivamenl e 
per b 3 , b* , e b , ovvero per c 3 , e 1 , e c , oppure per d 3 , 
d 1 , e d , c che si sommassero pure i prodotti con la quarta t 
avrebbesi nel primo caso 

— -b 1 !— pb 3 -f-qb*-j-ib-}-s , 

nel secondo 


nel terzo 


— -c 4 =pc 3 -|-qc*-f-rc-|-s , 
— d»=pd s — f-qd 1 — |— rd— J-s; 


dal che segue che siamo condotti alla stessa equazione tan- 
to per aver a , che per aver b , cc. Difatto ; le quantità a , 
b , c , d essendo tutte disposte della stessa maniera in cia- 
scuna equazione , non vi è ragione alcuna , mercè della quale 
una sia determinata per quale he operazione diffet ente da quel- 
le. , c he determinano l altre ; e in generale , se ; nella ricerca 
ili più quantità incognite , siamo obbligati di impiegar pei' 
ciascuna i medesimi ragionamenti , le medesime operazioni , 
e le medesime quantità cognite , tutte queste, quantità saranno 
necessariamente radici di una stessa equazione. 
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essendo il prodotto di 

(x — a)X(x—b)X(x — c)X(* — d) » 
può decomporsi in fattori di secondo grado nelle Sei maniere 
seguenti : 

(x — a) (x—i) X ( x — e) (x — d) , 

(a- — a) (x — c) X (* — b ) i x — d) , 

(a- — a) (a — d) X (x—l>) (x — e ) » 

(x — b ) ix—c) X (*— «) [x~d) , 

(* — d) X (x— -a) (x— e) , 

(a— c) [x—d) X (x— a) (a— b) ; 

e ne resulta che un'equazione di quarto grado può aver sei 
divisori di secondo. 

Combinando i fattori semplici tre a tre, si formerauuo i 
divisori di terzo grado della proposta ; per un' equazione del 
grado n il numero ne sarò 

n(n — i )(n — a) 

1 . 2 . d ’ 

e cosi di seguilo. 

Dell' Eliminazione tra Z 1 Equazioni dei gradi 
superiori al primo. 

1 85 . La regola del u.® 78 , oppure il metodo del n.® 84 
serve sempre per eliminare tra due equazioni un’ incognita , 
la quale non passi il primo grado, qualunque sia d'altron- 
de quello dell’ altre incognite ; e quando aucora l'incognita 
non si trovasse al primo grado se non che in una dell’ equa- 
zioni proposte , la regola del n.° 78 applicherebbe» nella 
stessa maniera. 

Se si hanno , per esempio , 1 ’ equazioni 
ox’-f-ixy-J-ry*— m‘ , 

*’+ xy—n‘ , 

prenderemo dalla seconda il valore di y , il quale sarà 

n* — 

y = ; 

sostituendo questo valore , ed il suo quadrato , in luogo di 
y , e y' nella prima equazione , otterremo un resultato m or 
solamente. 

186. Se r equazioni proposte fossero ambedue di secondo 
grado per rapporto all’ una , e all’ altra incognita , non si 
potrebbe applicare il metodo precederne se non che risolvendo 
una delle Equazioni o per rapporto a x } oppure per rapporto a y. ■ 
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Sieno , per esempio , 1 ' equazioni 

x’-j-jf- 1 =n* 

la seconda somministra 


j — rtV'i’ — x* ; 

sostituendo nella prima questo valore di y , e del suo qua* 
dialo ; otterremo 

nx’Tfcix Vn* — x’-j-c(«’ — x )~m'. 

L’oggetto proposto sembra sodisfatto, poiché questo re- 
sultalo non contiene altrimenti l’ incognita y ; ma non possia- 
mo risolvere 1’ equazione in x senza ridurla a una forma ra- 
gionale , facendo cioè sparire il radicale , sotto del quale si 
trova l'incognita. 

È facile vedere che , se il radicale fosse solo in un mem- 
bro , si farebbe esso sparire alzando qoesto membro al qua- 
drato j riunendo dunque , per mezzo della trasposizioue dei 

termini rt bx V — x‘\ e m * , tutti i termini razionali in un 
solo membro , avremo 

ox , -j-c(n* — x *) — m'r —j hr Vn» — *■ , 


e prendendo il quadrato di ciascon membro , formeremo 1’ e- 
q nazione 


aT 4 -f-c'(n>— x’)’4-m< 

-j- 3 acx\n'—x a )— 2 ani , x , i— 2 cm , ^n % — x')f * '* 

la qual più non contiene radicali. 

11 metodo , che abbiamo impiegato per fare sparire il ra- 
dicale , debb’ essere osservato , perchè si ha spesso occasione 
di servirsene ; esso consiste nell’ isolare il radicale , che si vuol 


far sparire , e neW altare in seguilo i due membri dell' equa- 
xinne proposta alla polenta indicata dal grado di esso radicate. 

187. La complicazione di questo metodo , la quale diviene 
grandissima allorché vi seno più radicali , unita alla difficol- 
tà di risolvere una dell’ equazioni proposte per rapporto a una 
dell’ incognite , difficoltà che spesso è insormontabile nello 
stato attuale dell' Algebra , ha fatto cercare ud metodo , per 
mezzo del quale si può senza di ciò effettuare 1’ eliminazione; 
di tal maniera che la risoluzione dell’ equazioni fosse l’ ultima 
delle operazioni , che esige la soluzione dei problemi. 

Per render più facili i calcoli , si pongono l’ equazioni a due 
incognite sotto la ferma di equazioni a una sola , non lascian- 
do m mostra che quella , la quale vogliasi eliminare. Se s( 
av esse per esempio , 
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x*-^-axy^-lT=zcy % - J-dji-J-e , 

(i trasporrebbero tutti i termini in un solo membro , ordinan- 
doli per rapporto a x ; otterrebbesi 

x'-\-{ay-\-b) x—cy'—dy — esso 


e facendo , per abbreviare , 

«y-J-i=P , —cy' — Ai — e=Q , 

si avrebbe 

a:*-j-Pa:-}-Q=o. 

L’ equazione generale del grado m a due incognite deve con- 
tenere tutte le potenze di x , e di y , che non superano que- 
sto grado , come pure i prodotti , nei quali la somma degli 
esponenti di p , e y non si alza al di sopra di m ; possiamo 
dunque rappresentare nel modo seguente 1’ equazione generale 
del grado m a due incognite : 

* m +{*+by)x m -'+{c+dy+ey')x m ~'+{f+gy+hY'+l<r' 

+(/ > +9/+ r j'’ • • • ')*+/>' -H'y+'V • • • +' ,l r m = 0 ‘ 

Non abbiam dato coefficiente a x m in questa equazione, per- 
chè si può sempre, mediante la divisione , liberare del suo 
moltiplicatore qualunque termine che si voglia di una equa- 
zione ; e se facciamo 

u-\-b^~P^-\-dy\-fy'Z=Q,J-\-gy-\-hy^hY l —R , 


p-\-qr - • +uy m -'—T,p'+q'y .... +v'y m —U, 
l’equazione qui sopra prenderà la torma 

x’”-\-Px m -'-\-Qx m - . -j-T’a:-|-f/=o- 
188. Sarà bene osservare che 1’ elimiuazione di * tra due 
equazioni di secondo grado 

sp’-J -Px-^Q—o , Q‘—o. 

può effettuarsi immediatamente togliendo la seconda equazione 
dalla prima. Questa operazione somministra 
(f-^+Q-Q'rzo,- 

da cui ricavasi 


*3= 


P—P 


sostituendo questo valore in una delle due equazioni prò poste, 
Bella prima , per esempio , troveremo 

(<?-<?')* *($-<?') 

Qcxzo i 


{P-P’Y 


P—P‘ 
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facendo sparire i denominatori , avremo 

«?- Q'>. -, p ( p - P ')(Q - <?')+ Q(P-fy=o ; 

e ponendo fuori il fattore P—P / comune ai due ultimi ter- 
mini , otterremo . , -, 

(Q—Q')'+(P—P'XPQ'—QP')= o. 

Altro non resterà ora da fi re ' che sostituire per P, Q, P f 
e Q' i valori particolari al caso , cl»e qui si esamina. 

189. Prima di passare piti avanti dimostrerò in qual ma- 
niera si riconosca che il valore di una qualunque delle inco- 
gnite sodisfa nel medesimo tempo alle due equazioni proposte. 
Affine di fissar meglio le idee , prenderò un esempio partico- 
lare , ma il ragionamento non sarò meno generale. 

Sieno l’ equazioni • t - . 


at’-f-oxSy-J-d.t^’ 7 — 98—0 
x'-\-^x y — 2jr‘ — 1 0—0 


(>). 
( 2 ) ; 


che supporrò date da un problema , in virtù del quale dòh*- 
hiaruo avere >. 

Per verjficate quest’ ultima asserzione , fa di mestieri pri- 
mieramente sostituire 3 in luogo di y uell’cquazioni proposte , 
il che dà 


* 5 + 9 x ’+ 2 7 *— 9 8 =° • • • 00 » 

— 28=0 . . . (b) ; 

equazioni , le quali debbono ammettere il medesimo valore <R 
x se quello , che abbiamo assegnato per y , sia veto. Se s 'in- 
dica il valore di a; per a , bisognerà , in: virtù di ciò, che è 
stato provato nel numero 179 , che 1’ equazione (a) , e 1’ e- 
quazione (b) sieno divisibili ambedue per x — a; essp avran 
dunque un divisore comune , del quale x— -a deve far parte. 
Infatti trovasi, per questo coraun divisore x — 2 ( 48 } : abbia- 

mo dunque et— 2. Cosi il valore di y = 3 conviene al proble- 
ma , e corrisponde a a:=2. 

Se restasse qualche dubbio che il cornuti, divisore dell'equa- 
suoni (a) , e (b) dovesse dare il valore di x , si toglierebbe 
osservando che queste equazioni riduCousi alle seguenti 

(tr'-f-i i:t 4 - 49 )(* — 2)r=o , 

(x-f i4)(ar— a)=o , ri- 
dalle quali si fa manifesto eh’ esse souo sodisfatte allorché vi 
si poue a in luogo di x. 

190. Il mezzo, ch« ho indicar? per trovare il valore di ® 
quando quello di y è cognito , può applicarsi immediatamente 
all’ eliminazione di x. — t i 

Infatti quando si opera sull’ equazioni (1) c (2) , come per 
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cercare s’ esse hanno un comune divisore in * , invece di tro- 
varne uno , si arriva ad un resto jl quale altro non contiene 
che l’ incognita y e dei numeri dati ; ed è evidente che se 
vi si ponesse in luogo di y il suo valore 3 , dovrebbe il detto 
resto andare a zero, poiché, mediante la stessa sostituzione, 
Je equazioni ( 1 ) e (a) divengono l'eqnazioni (a) e (b), le quali 
hanno un comune divisore. Eguagliando dunque questo resto 
a zero esprimeremo la condizione, alla tjuale debbono sodisfare 
j valori di y , perchè le due equazioni date possano ammette- 
re nel medesimo tempo un stesso valore per x. 

La Tavola qui unita contiene le particolarità delle operazio- 
ui relative all' equazioni. 

x ì -j-3x*y-f-3x_y* — g8=o , 

**+ 4 *y — —10=0 , 

delle quali mi sono occupato nel numero precedente : trovasi 
per C ultimo divisore 

(9r*+io)af— ay s — toj— gè ; 

ed il resto essendo eguagliato a zero dà 

43y 6 -J-345y* — ig6oy 3 -j-^5qy* — ug4qy— 43ou=o : 

equazione, la quale ammette, oltre al valore _y=3 qui so- 
pra indicato, tutti gli altri valori di y , dei quali è suscetti- 
bile il problema proposto , e che si chiama per questa ragio- 
ne equazione finale. 
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Il resto qui sópra essendo annullato , il penultimo resto di» 
Venta il divisore comune delle due equazioni proposte , di ma- 
niera che eguagliandolo a zero , dà il valore di x allorché ci 
si pone quello di y. Sapendo , per esempio , che _y =3 , por- 
remo questo numero nella quantità 

, , , ( 9 y*+ 10 ) ;c— ' *y 5 --i°y— 98 , 

la quale eguaglieremo in seguito a zero , ed otterremo 1 equa- 
zione di primo grado 

9 ix— 182=0 , dalla quale ricavasi x=a. 

191. L'operazione, che ho adesso eseguita sopra dell'equa - 
zioni particolari , può applicarsi egualmente ad equazioni 
qualunque 


’-frtx'"-’ Tx-\- U=o , 

x n -\-P , x n ~'-^Q l x n ~ * -J-JP 7 x-J- 2 '=o. 


nelle quali la seconda incognita è contenuta nei coefficienti 
P , Q , ec. , P' , Q 1 . ec. L’ eliminazione dell’ incognita x si 
effettuerà cercando , come qui sopra , il massimo divisor co- 
mune ai primi membri di queste equazioni , ed eguagliando a 
zero il resto indipendente da x. 

Il calcolo , in generale assai complicato , può nei casi par- 
ticolari ricevere più simplifìcazioni utili ; ma queste particola- 
rità sarebbero troppo lunghe per potermene qui occupare; esse 
sono d'altronde assai facili a ritrovarsi. Supporrò dunque che 
nel corso dell’ operazione non si sopprima alcun fattore in y , 
che fosse comune a tutti i termini d' un medesimo resto , e 
mi limiterò a spiegare i resultali, che potrebbero recare qual- 
che imbarazzo. Primieramente può accadere che il valor di y 
Tenda nullo per se stesso il penultimo resto ; allora il resto pre- 
cedente , ovvero quello, nel quale x trovasi al secondo gra- 
do , diverrà il divisore comune delle due equazioni proposte. 
Ponendovi il valore di y , e dipoi eguagliandolo a zero, avrei* 
hesi un'equazione di secondo grado con la sola x , i due va- 
lori della quale corrisponderebbero al valor cognito di y. Se 
questo valore riducesse pure a zero il resto di secondo grado , 
farebbe mestieri ricorrere al precedente , ove x ascenderebbe 
al terzo grado , perchè desso , in questo caso , sarebbe il di- 
visore comune delle due equazioni proposte; ed il valore di y 
corrisponderebbe a tre valori di x . In generale , sarà necessa- 
rio risalire fino a un resto , il quale non si distrugga per la 
sostituzione del valore di y. 

Può ancora accadere che non si trovi resto , ovvero , cha 
il resto non contenga che quantità cognite. 

Nel primo caso , le due equazioni hanno un divisore comune 
seiu 'alcuna determinazione di f ; esse son dunque della forma; 

PXD^o, qxD-», 
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Rione in y solo , poiché tutti i valori , i quali fanno acquista* 
re a queste equazioni un comune divisore, appartengono ne- 
cessariamente alla quistione , « gli altri debbono essere esclu- 
si. Si comprende ancora che 1’ equazione finale potrebbe di- 
venire incompleta se si sopprimesse nel corso del calcolo qual- 
che fattore in y ; ma tutte queste circostanze , le quali sono 
state discusse dal Sig. Bret nel Fascicolo i5mo del giornale 
della Scuola Politecnica , e dal Sig. Lefebure , nel n.° 3 del 
2. 0 Volume della Corrispondenza riguardante la medesima 
scuola rendono poco comodo nella pratica l’ impiego del me- 
todo indicato qui sopra , e debbono far preferire ad esso quel- 
lo che , seguendo Eulero , io passo ad esporre nel numero 
consecutivo (*). 

193. Sieno le due equazioni 

x 3 -f-P a-*-}- O x -j-i?=:o , I 

tr'i-f-P 'x 3 -j- <?'x’-f-fl'x-t-5'=o ; 
rappresentando per x — a il fattore , che debb’ esser comune 
all’ una , ed all’altra, allorché y è convenevolmente determi- 
nato , potremo considerare la prima come il prodotto di x — a 
per il fattore di secondo grado x’-j-px-j-q , e la seconda co- 
me il prodotto di x—a per il fattore di terzo grado x 5 -f - p 1 
x’-J -q'x-J-r 1 , p e q , p' , q' e d essendo coefficienti indeter- 
minati : avremo dunque 

x 3 -J-Px’-f-^x-f-f?~(x— «)(x’-j-pa:-f-q) , 
x4+P'x3+ e'x’+P'x-fiS '=(x— »)(x 3 +p'x’-H/'x+rO. 
Eliminando il binomio (x—%) come un’ incognita al primo 
grado (84), troveremo 

W+P *’+ <?x+p)(x’+p'*’-H'*+'-')= 

. (x4-f-PV+Q'*»4-P'x-f^')(* , +P*+'7)- 

(*) Si può facilmente concludere da ciò , che precede , che 
la ricerca dell'equazione finale ricavata da due equazioni a 
due incognite , è , in generale , un problema determinato : 
ma la stessa equazione finale può corrispondere ad un infini- 
tà di sistemi di equazioni a due incognite. Invertendo il me* 
todo , per mezzo del quale si ottiene il massimo cornun divi- 
sore di due quantità , sarebbe estremamente facile formare a 
piacimento siffatti sistemi 5 ma questo problema ha pochissi- 
mo uso nelle Matematiche elementari , per non doversi qui 
trattenere , e per non caricarsi delle osservazioni minute , alle 
quali esso potrebbe dar luogo. Questi son oggetti , che biso- 
gna lasciare alla sngacità dei Lettori intelligenti , i quali non 
mancano mai di trovarli da loro medesimi , se qualche circo- 
stanza fa ad essi sentirne il bisogno. 
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Questo resultato dee verificarsi senza che vi sia bisogno di ai-> 
segnare a x alcun valore particolare ; questo è ciò che non 
può accadere senza che il primo» membro non sia composto 
dei medesimi termini del secondo : bisognerà dunque , dopo 
di avere effettuato le moltiplicazioni indicate , eguagliare tra 
loro i coefficienti , che ciascuna potenza di x avrà nei due mem- 
bri , ed otterremo in questa maniera 1’ equazioni seguenti : 

P+p'=P'+pRp'+ Qq'+P^S' -} -Rp'+Qq' 
Q+Pp'+q'= Q'+P'p+q Rq'+ Qr'=S'p+ R'q 
R + Qp'+Pq'+P= fi'+ Q'p+Pq' RP—Sq. 

Siccome queste equazioni sono in numero di sei , e non con< 
tengono che cinque quantità indeterminate, cioè p , q , p 1 , 
p' , e r 1 , potremo eliminare queste quantità , le quali non su- 
perano il primo grado, ed arrivare ad un'equazione, la qua- 
le altro non contenendo che le quantità P , Q , R, P\ Q' , 
R' , e S 1 , esprimerà una condizione, senza la quale non po- 
trebbesi sodisfare a quelle del problema , e sarà in conseguen- 
za 1’ equazione finale in y (*). 

Se questa equazione si trovasse identica ne seguirebbe che 


(*) Il metodo di Eulero , thè otri ho esposto , rìducesì d 
moltiplicare ciascuna dell' equazioni proposte per un fattore , 
i cui coefficienti sieno indeterminati , ad eguagliare i prodot- 
ti , e a disporre dei coefficienti in modo che i termini affetti 
dall incognita x si distruggano tra loro. In questa manierd 
esso l ha presentato nella sua Introduzione all' Analisi degli 
Infiniti. In detta Opera k denotando t esponente del grado 
dei prodotti , quello dei fattori si trova k — m per l' equazione 
del grado m , e k — n per quella del grado n. Il pr mo ter- 
mine di ciascuno di questi fattori avendo t unità per coefficien- 
te , uno contiene k — un coefficienti indeterminati , e /’ altro 
k — n. La somma dei prodotti contiene un numero k di ter- 
mini affetti da x ; ma non bisogna distruggerne che k — ■ j 
perchè , quello , che contiene la più alta potenza di x 4 sva- 
nisce per se medesimo. Segue da ciò che il numero totale 
ak — m — n dei coefficienti indeterminali debbe esser eguale a 
k-— t , e che in conseguenza k=;m-f-n — t ; debbiarti dunque 
moltiplicare V equazione del grado m per un fattore del gra- 
do n — 1 , quella del grado n per un fattore del grado m — l , 
ed eguagliare i prodotti termine a termine ; regola simile a quel- 
la , che abbiamo data nel Testo. È bene osservare che questo 
primo metodo di Eulero contiene il germe di quello , che He- 
zo ut ha sviluppato nella sua Teoria aell’Equazicni algebriche- 


/ 


fi' ALGEBRA 

1’ equazioni proposte avrebbero almeno un {attore della forma 
x — « , qualunque fosse y , e se a) contrario l' equazione linaio 
non contenesse che quantità cognite , 1’ equazioni proposte sa- 
rebbero comradiuorie. 

Allorché l’equazione finale può aver luogo si ottiene il fat- 
tore * — «dividendo la prima dell’ equazioni proposte per il 
polinomio ar-j-par-f-q ; si trova per quoziente 
x+P— Pi 

e si trascura il resto , perche esso deve neeessanarneute esser 
nullo quando vi si pone per y un valore ricavato dall' equa- 
zione finale. Eguagliando a zero il quoziente predetto , se 
ne ricava 



e questo valore di x sarà cognito, o almeno espónente in y , 
se invece di p si ponga il suo valore dedotto dalle equazioni 
di primo grado formate qui sopra. • > 

Questa medesima espressione prenderò in generale una for- 
_ M 

tna frazionaria , di maniera che avremo .t— — , oyvero Nx 

N 

>—!U~o ; e si vede allora che 1 valori di y , farebbero spa- 
rire simultaneamente M e N , verificherebbero l'equazione pre- 
cedente indipendentemente da x ; e ciò dipenderebbe da que- 
sto che , per tali valori , le due equazioni proposte acquiste- 
rebbero \in fattore comune di un grado più elevato del pri- 
mo. Non sarebbe difficile di risalire fino alle condizioni imme- 
diate , che indicano questa circostanza 5 ma simili particolarità 
passano i limiti , che io mi ho prescritti in questo Trattato^ 
194 - Siedo primieramente , per esempio , 1 ’ equazioni 
x i -\-Px-^~ QzrzO , x'^-P'x- 

i fattori, i quali moltiplicano x — «, saranno qui di primo 
grado, Ovvero a>f-p,.e x-f -p 1 solamente: avremo dunque 
i?=0 , R‘z=o , S'—o , q=o , q'=o , r*=o , 
e si otterrà ‘ 


P+P' =P , +P ) 


i p-p> ~p-p> 
ovvero / P’p — P P '=tQ — Q* 

i Q’p—Qp'=°- 


Ricaveremo dalle due prime equazioni 


„ (P-P')P-(Q- Q') 

~ p—p* 


Algebra 


^A fi - pr ) pl ~{Q—Q') 

**= 

*4 
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.Sostituendo questi rtilori nella terza , ne risulterai 

(P-P')Q.‘P-(Q-Q')Q'=(P-Pi)P'Q-(Q-Q>)Q , . 

invero (P—P'){PQ'—QP')+(Q—Qiy=:o. 

Adesso se nell’ equazione 
. x—p — P 

si pone per p il suo valore trovato di sopra , ne resulterà » 
come nel nuin.' > 188 , 

Q-Q' 

OCZZZ • r 

P-Pi 

195. Affine di dare al Lettore l’occasione di esercitarsi , in- 
dicherà i calcoli da eseguire per eliminare x dalle due equazioni 

In questo caso avremo 

s '= O) r^oOgS), 

ed otterremo queste cinque equazioni 

P+p' =P' +p, 

Q+Pp'+q =Q' +P'f>+i , 

R+Qp'+Pq'^R' +Q'p+P'<n 
Rq'=R'q, 

alle quali darà la forma seguente ’* 

p-p> z^P—P' 

. P'p-Pp'+ W =Q~Q\ 

- Q'p-Qp'+P'q^Pq' ~h-R< , 
R } p—Rp'+ (?'</— Qq '=° , 

' ' R'q-^R/f—o. 

Si potrebbe y per mezzo dèlie regole del n.° 88,, ricavare 
immediatamente . da quattro qualunque di queste equazioni i 
valori dell incognite p , p' , q } e q 1 ; ma la semplicità delle, 
prima , e dell ultima di queste medesime equazioni permette 
di arrivare più prontamente al resultato. Fo , per abbreviare, 
P-P'= e , Q-Q'- e > t R-ri-s. f ' 

e deduco in seguito dalla prima , e dall’ ultima delle equazio- 
ni proposte * 

p'=p->-e , q'=z j 
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indi sostituendo qnesti valori nelle trezaltre , e facendo spari- 
re il denominatore R , sì ottiene 

(P'—P)Rp+i R — R‘ >/=/?(-•' — /V)...(a) , 
(Q-Q)Rp + [RP‘ — PR^q—R e " — £e)...(b) , 

(«'— R)Rp+(RQ< — — R’e.... (c). 

Se adesso si ricavino dalle equazioni (a) , e (b) i va'ori di^j, 
e q ^88) , e si sopprima il fattore R , il quale sara conrune 
al numeratore , e al denominatore , avremo 

_ (e' —Pe)(RP'— PR')~ (R— R')(e"— Qe) 

P ~ (P'—P )(RP>—PR')—(R—R')(Q<—Q) ’ 

(P'-PXe"-Q e )R-R{e'-P e )(Q'-Q) t 

V (P>— P,{R R'—PR'^R—R^iQ'—Q) 

ponendo questi valori nell’ equazione (c) , otterremo un’ equa* 
rione finale , per R , e che riducesi a 

e'—Pe)(RP'^-PR' >-(#_ Ri 
!ì')[(P’ —P) e" — Qe) — -(«'■ — Pe 
P'—P )( RP'—PR' )—(R—R‘ 

ove non resta altro da fare che sostituire in luogo delle let- 
tere e , e' , e" le quantità , che le medesime rappresentano. 

196. Se si avessero fra le tre incognite se , y , e z un simil 
numero di equazioni indicate da (t), (a)* ( 3 ), e si volesse- 
ro determinar queste incognite , potrebbesi combinare, per esem- 
pio , l’equazione (1) coll’ equazione (a) , e coll’equazione ( 3 ), 
per eliminare x , e mandar via in seguilo y dai due resulta- 
ti , che si sarebbero conseguili ; ma è necessario osservare che 
per mezzo di quest’eliminazione successiva , le tre equazioni 
proposte non concorrono nella stessa maniera a formar l’equa- 
zione finale: 1’ equazione (1) è impiegata due volle, mentre 
che le equazioni (2) , # ( 3 ) non lo sono che una ; e da ciò 
succede che il resultato , al quale si arriva , contiene un fat- 
tore straniero alla Questione (84). Bezout , nella sua Teoria 
dell' Equazioni , ha fatto uso di un metodo, il quale non è 
Soggetto a quest’inconveniente, e col di lui mezzo dimostra 
che il grado di una equazione finale, resultante, dall' elimi- 
nazione tra un numero qualunque di equazióni complete , con- 
tenenti un egual numero di incognite , e. di gradi qualunque , 
è eguale ai prodotti degli esponenti , che indicano i gradi di 
queste equazioni. Si troverà nel Complemento di questo Trat- 
tato la dimostrazione elegante e corta , che il Sig. Poisson ha 
data di questa Proposizione , la quale d’ altronde è facilissi- 
ma a verificarsi sull’ equazioni finali riportate nei numeri ig{ 



W-Q) j 
W-Q) I> 
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196. Supponendo complete le equazioni proposte in questi 
numeri , 1’ incognita y si troya al primo grado in P e P * , 
al secondo in Q e , al terzo in R e R' ; ne segue che 
e Sarà di primo grado , e' di secondo , e" di terzo , e che 1 
termini del grado il più elevalo de’ prodotti indicati nell’equa- 
zione finale del riunì. 0 ig4 , avranno per esponente 4 ovve- 
ro a.3 , e. quelli dell’ equa zione finale del num.° ig5 avran- 
no 9 , oppure 3.3. 

Della ricerca delle radici commensurabili , e delle radici 
eguali delle Equazioni numeriche. 


197. Dopo aver fatto conoscere' le principali proprietà del- 
1’ equazioni algebriche , e la maniera di eliminare le inco- 
gnite allorché ve ne sono più , passo ad occuparmi della ri- 
soluzione numerica delle equazioni a una sola incognita , e va- 
le a dire della ricerca delle loro radici , allorché i loro coef- 
ficienti sono espressi in numeri (*). 

Principierò da dimostrare clic quando V equazione proposta 
non ha per coefficienti che dei nnmeri interi , e 'che quello 
del suo primo termine è V unità , le sue radici reali non pos- 
sono esprimersi con delle frazioni , e non possono essere in con- 
seguenza che dei numeri interi 3 o dei numeri incommensurabili ì 
Per dimostrare ciò sia 1’ equazione 

•••• + Tir-f- , 

nella quale sostituiscasi una frazione irriducibile 


a . 
— in 
b 


luogo di x ; essa diverta 



. + r T +Z7=o; 


e riducendo tutti i suoi termini al denominatore medesimo j 

avremo 

. (l nJ r p a ”—^ > ^.q a ’'—-‘b y ....-\-Tab''—'d r lJb"—0 , 
la quale riducesi a 

a"-\-b{Pa n — 1 + Qa n — 1 b ....-\-Tab n —'-\- Ub"—')—Q. 


("1 Non enei , per i gradi superiori al quarto , alcuna ri- 
soluzione generale. ; non vi è neppure , a parlar propriamente , 
se non se. quella delle equazioni di secondo grado , che si pos- 
sa riguardare come completa. L' espressioni delle radici del- 
f equazioni di terzo , e di quarto grado sono complicatissime , 
soggette a delle eccezioni , e molto meno comode nella prati- 
ca dei melodi , che darò adesso ; questi si troveranno di al- 
tronde nel Complemento. 
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Il primo membro di quest' ultima equazione è formato di due 
parli intere , una deli» quali è divisibile per b , e l’altra non 

a 

1’ è (98) , poiché si suppone la quantità — ridotta alla sua 

b * 

espressione più semplice, ovvero che o, e b non .abbiano al- 
cun divisore comune j una di queste parti non può dunque 
distrugger 1’ altra. 

198. Fu in seguilo di questa osservazione che si conobbe 
1’ utilità di fare sparir le Irazioui da una equazione , ovvero 
di render interi i suoi coefficienti , nia in modo peraltro che 
il primo termine non nc acquistasse un altro diverso dall’ u- 
nità ; arrivasi a ciò facendo l' incognita proposta eguale a una 
nuova incognita divisa pel prodotto di-tutti i (lettomi naturi del- 
V equazione , poi riducendo tutti i U ranni al medesimo deno- 
minatore col metodo del n.° 5 a. 

Sia , per esempio , I’ equazione 

ax ' bx c 

**+ +— + -=»} 

ni 11 p 

y 

prenderemo x — -, « ponendo quest’ espr*ssìone di r nel- 


mnp 

1’ equazione proposta , otterremo 

y s «y* 

+ 


h 


m ì n ì p i 


rida' p' mn'p 


— o : 

P 


il divisore del primo termine contenendo lutti i fattori degli 
altri divisori , si moltiplicherà per questo divisore , e ridur- 
remo ciascun termine alla sua espressione più semplice : tro- 
veremo allora 

y^dpanpy' -^-brn'np'y-fcjrdidp'zno. 

Quando i denominatoli m , n , p hanno dei divisori comuni , 
non bisogna allora dividere y che pel 'più piccolo numero , 
il quale possa dividersi nel medesimo- tempo per tulli i deuo- 
minatori. Queste sirnplifìcazioui sono troppo facili a conoscer- 
si , e quindi non è bisogno di trattenervisi : mi limiterò so- 
lamente a far osservare che , se tutti i denominatori fossero 


eguali a m , servirebbe fare .*= — . 

m 

L’equazione proposta., che sarebbe allora 
ax' bx c 
*H — ~| 1 = 0 , 


m in ut 
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rii verrebbe 


elementi 


e 




m* m 


ed avrebbe»! 

-f l -^-ay , -\~bm j r-\-cm'=so . 

È manifesto che 1' operazione di sopra ridacesi a moltipli- 
care t"lte le radici della proposta per il nnmero m , poiché 


r . . 

t — — somministra fx=.mx. 

PI , B 

199. Adesso , poiché a essendo la radice dell' equazione 
si ha 

U=z—a n —Pa’'- , —Qa*-\...— Ta(i'J 9) , 

ne resnlla che a è necessariamente uno dei divisòri del nume- 
ro intero £f , e che in conseguenza , allorché questo numero 
ha pochi divisori , servirà di sostituirli successivamente in luo- 
go rii x nell' equazione proposta , per riconoscere se essa ha 
o non ha una radice in numeri interi. 

S"e si abbia , per esempio , 1’ equazione 

x * — 6x*-f-27x — 38—0, % 

il numero 38 non avendo per divisori che i numeri 
1 , 1 , 19, 38 , 

si proveranno questi , tanto positivamente , che negativamen- 
*te e troveremo che il solo numero intero -{-2 sodisfa all e» 
quazione proposta , ovvero che x= 2 . Divideremo in seguito 
l'equazione proposta per x— 3 ; eguagliando a zero il quo- 
ziente , formeremo 1’ equazione 

x 1 — 4 a;- t _, 9 : — :0 i 

le cui radici sono immaginarie -, risolvendo quest' ultima tro- 
veremo y che la proposta ha Ire radici,, 

*=2 , J=Z-f-V-l5 , T=2 — V— 15. 

500. Il metodo, che ho indicato per discoprire il numero 
intero , che sodisfa ad una equazione , diviene impraticabile 
quando l’ultimo termine di quest’equazione ha molti diviso- 
ri ; ma l’equazione 

U= — n" — Pa n ~' — Qa n -'.-.—Ta, 
somministra delie uuuve condizioni , le quali abbreviano mol - 
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lo il calcolo. Affine di rendere il melodo piò chiaro, prenderò, 
come esempio , 1’ equazione 

a denotando sempre la radice , avererno 

S— — Ra — Qa 1 — Fa? — a* , 

dalla quale ricaveremo 1 ' 

S 

— = —R—Qa—Pa'—a\ 
a S 

Si vede primieramente da quest’ ultima equazione che — d«b- 
b’ essere un numero intero. a 

Passando in seguito R nel primo membro otterremo 
S 

— -f R=— Qa— Po’— a 5 ; 

, a 

facendo , per abbreviare , 1 -R~R‘ , e divìdendo i due , 

a 

membri dell’ equazione 

f?'=— Qa— P*'— « J 

per a avremo 

R' ■' 

— =■ — Q-^Pa — o* , 

a R' 

dalla quale concluderemo che ancora — debbe essere 'un nu* 
mero intero. • “ ; , 

. n> 

Trasportando Q nel primo .membro , fatendo (- Q—Q' , 

a 

poi dividendo i due membri per a , conseguiremo 

Q' 

== ? a ) . . . 

a 

Q' 

dalla quale concluderemo che — debbe essere un numero intero.' 

a Q' 

Passando finalmente P nel primo membro , facendo j-/» 

= /, e dividendo per a , avremo ■ * 

P> 
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■ Riunendo le condizioni , che ho adesso enunciate , vedrein® 
elie il numero a sarà la radice dell’ equazione proposta se sa* 
disfarà alle equazioni 

£ + R= R‘ 
a v 


R J 


+ Q=Q*> 


t+ P = P '' 


jr . 

— + * =° > 
a 

di maniera che ** , Q' , e P> siedo numeri interi. . 

Segue da ciò , che , per assicurarsi se uno dei divisor» a 
doli’ ultimo termine S possa essere la radice dell’ equazione 

proposta , bisogna . , 

1 Dividere F ultimo termine per il divisore a , ed aggiun- 
gere al quoziente H coefficiente del termine affetto da x ; 

“ Dividere questa somma pii divisore a , ed aggiungere 

•re* • . » I . vi • 


a.' 


al quoziente il coefficiente del termine affetto da x’ j 

3.® Dividere questa somma per il divisore a , ed aggiun- 
gere al quoziente il coefficiente del termine affetto da x 5 , 

4-° Dividere questa somma per il divisore a , ed aggiunge- 
re al quoziente i’ unità , ovvero il coefficiente del termine qff 
fello da x 4 : il resultato dovrà essere eguale a zero se a « e 
di fatto la radice. 

Queste regole convengono a un grado qualunque , osservan- 
do che non dobbiamo trovare zero per resultato se non che 
quando saremo giunti al primo termine dell’ equazione pr<?-> 
posta (’). 


(*) Aon sarebbe difficile assicurarsi , per mezzo della for- 
mula dei quozienti data nel num. i&o , che le quantità 

C T>.| f\! » 

, — , — i , prese cól segno, -|* , sono , principiando. 
a a a 

dall' ultimo termine , » coefficianti del quoziente del polinomi q. 

x ;+p?-J-Qx*-fRx-j-S 
diviso per X-f-a , e eh' i , in conseguenza , 

Q‘ R' , S 

*M x’+ — * + T~ * 

a * 4 
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«oi. Allorché si applicano queste regole ad un esempio nu- 
merico, si può disporre il calcolo in modo da fer subir* cia- 
scuna prova a tuUi i divisori dell’ ultimo leonine nel mede- 
simo tempo. 

Ecco , per l’ equazione 

^4— gx 3 -[-a3.* ,l '^-2ox-f' i5— o , 

la Tavola del calcolo: 

+ l5 >+ 5, + J>+ *»— i,— 3,— 5,-->5, 

+ *,+ 3, + 5j+i 5, i5, 5, 3,— i . 


~ l 9r 


ii. — 15, — 5,-35, — a6,— a3,- 

— 5 , - 5 , + 35 , 

-j~i8,+»8,-|-58, 

+ 6,— (— 1 8,-58, 

— 3,4- 9, — 

' V- 1)T 9i+ 6 7> 


Tutti i divisori dall’ ultimo termine »5 sono disposti per 
ordine di grandezza , tanto col segno -j- 9 uant ? segno— - 

sopra una medesima linea ( questa è la linea dei divisori \ a J. 
La seconda linea contiene i quozienti del numero 1 5 divisi 


successivamente per tutti i suoi divisori f questa 

' S \. V 

le quantità 


é la linee del- 


) 


La terza linea è stata formata aggiungendo alla precedente 
il coefficiente — uo , il quale moltiplica * ( questa c la U* 

S 

nea delle quantità R'— 7? ). 

La quarta linea contiene i quozienti di ciascun numero della 


precedente pel divisore che gli corrisponde ( questa i 
R> \ \ 

nea delle quantità — V Abbiamo trascurau in questa linea 

tulli i numeri , i quali non erano interi. , 

La quinta linea resulta dai numeri scritti nella piece 
sommali col numero »3 , il quale moltiplica *’ ( questa 
pea comprende le quantità Q 1 ). . , .. * 

La sesta linea contiene i quozienti <ki numeri della pr 


. è la li- 
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diente per il divisore , clic loro 'corrisponde ( dessa contiene 

, ^ V 

le quantità — 1. 

a / 

La settima comprende le sorpme dei numeri della preceden- 
te, e del coefficiente — 9 , il quale moltiplica x l ( vi si tro- 

Q' 

vano le quantità 1- P ). 

a 

L'ottava finalmente si ottiene dividendo ciascuno dei nume- 
ri della precedente per il divisore corrispondente f questa è la 

. P' \ \ 

linea di — I ; e , siccome non si trova — 1 che nella co- 
ti / 

lonna segnala 3 , se ne conclude che 1’ equazione proposta 
non ha «che una radice commensurabile , cioè 3 ; di ma- 
niera che dessa è divisibile per * 3 (*). 

Possiam dispensarci da comprendere nella Tavola i diviso- 
ri -j- r , è— ì , i quali si provano piu facilmente con la lo- 
ro sostituzione immediata nell' equazione proposta. • 

202. Sia data, per altro esempio F equazione - 
a-’— jx’-j-àfirro. 

Dopo di essersi assicurati che i numeri -f* 1 1 e — 1 non 
sodisfanno, a questa equazione , formeremo , dietro alle regole 
precedenti , la Tavola seguente , osservando che il termine mol- 
liplicato per x , mancando in questa equazione , debba essere 
considerato come se avesse zero per coefficiente ; bisogna dun- 
que sopprimere la. terza linea , e dedurre immediatamente la 
quarta dalla seconda t 

■f 16,+ 1 8 ,+ 1 a,+9 ,+6 +4. + 3, + 2,— 3,— 3,— 4,— 6,— 9,-12,— 18— 36 
t 1 ,+ 3,+ 3,+4+6,+9,+ia, + i8,— 18,— 13,— 9,— 6,— 4,— 3,— 3,— t 
**************************************** »*»* .** ******** 

-t-i, + 4.' + 9." + 9.' t '4. "+I 

1 — 6 , — ,-+2,-t-i,— 3, —6 

<-», — 1 1~ +-z , -+-i 

o« o, o. 


Si trovano in quest’ esempio tre numeri , i quali sodisfanno 
a tutte le condizioni : cioè, -f-(> ,-{-3 , e‘ — 2. Di tal manie - 




(’) Formando il quoziente, dietro la Nota antecedente Ri trov a, 
x 5 — 6x’-|-5x — 5. 
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rn si ottengono in conseguenza nel medesimo tempo le tre ra- 
dici , delle quali I’ equazione proposta è suscettibile, e si ri- 
conosce che essa è il prodotto dei tre fattori semplici x — 6 , 
a- — 3 , e v x-{-3. 

ao3. È a proposito l’osservare che vi sono ^ejl’equazioni lette- 
rali. che si trasformano immediatamente in equazioni numeriche. 

Se si avesse , per esempio. 

/+ W’ 1 4/> 5 =° , 

facendo yzzzpx , si avrebbe . ' .. 

j^x’+ 2 /r’x*— 33^ 3 x-f-l4/J 5 2=o , 
resultato divisibile per p 3 , e che riducesi a 
X 3 -j- 2 X’ — 33x-j- 1 4=o. 

Il divisore commensurabile , ,di quest’ ultima equazione es- 
sendo x-j-j , e dando x =— 7 , averemo 

f—-np- . ' ; • 

L’ equazione in y è di quelle , che chiamansi equazioni omo- 
genee , perchè , facendo. astrazione dai (coefficienti numerici , 
ciascuno dei suoi termini contiene il medesimo numero di 
fattori (*). 

2o 4 • Allorché si conosce .una delle radici di una equazione, 
possiamo prendere per incognita la differenza tra questa radi- 
ce , ed una qualunque delle altre ; arrivasi con tal mezzo ad 
una equazione di un grado minore della proposta , la. quale 
gode di più proprietà ragionevoli. 

Sia 1’ quazione generale 

a m_j_ Px m ~ ’-j- Qx m ~ *-)- /?X m ì -}- Tx-f- U—o , 

e stono a , li , c , d , ec. le sue radici ; sostituendov i n-f-y 


(*) I Lettori . che vorranno maggiori specialità sulla ricer- 
ca dei divisori commensurabili delle Equazioni , g lì troveran- 
no nella Parte III. degli Elementi 'di Algebra ai Clairaut. 
Questo Geometra si è tanto occupato delie equazioni letterali 
quanto delle equazioni numeriche. 
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a*» -f 


kkkmbmtì 

ma'"- ‘y-f- m(m— i) 


2 

2) Qa'*— 'y-J- ( /w ~~ a )C w 3 ) Qa m ~ !l y'-\---‘ 

2 

r f#a'»- 3 +(m— 3)ff«»-4 r -f (m— 3)(m-4 ^ 

% 

4-ra*’*"+7yV 

r 

resultalo , del quale k prima colonna , simile all’equazione 
proposta , svanisce per sè medesima , poiché a è una delle ra- 
dici di questa equazione 5 possiamo dunque sopprimere questa 
colonna , è dividere in seguito per y tutti i termini rimanenti : 
conseguiremo allora 

m(m— 1) 

2 

4 (m— i)Pa~-*-|- (m— »X"»— a ) Pa^-Jy-f ... 

2 

• • i 

2 - 

3)«a"M-f (w— 3 )(m— 4 ) HaW .5 Y _ t . < , , 


+ T 

Questa equazione avrk visibilmente per le sue m — 1 radici 
/c=f — a , yzszc — a , y=td—a , ec. 

Io la rappresenterò per 

>£ .C ' 

' 4 +— /+ ~r* ... • • ' f • • +P*- asft.si., s 
a 2.3 
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facendo , per abbreviare , 

— i)Pn m -’-|-(ra — i)Qa m - ì . • -\-TzziA 

m(m — i)a m_ -i) (m — i^Pa"'- 1 .... •zxB ec. , 

ed indicherò . per V 1 ’ espressione 

a m AcPa m — 1 -}- Qa m —' .... -f JW-f U. 

ao 5 . Se F equazione proposta ha due radici eguali ^ se s'ha 
per esempio, a—b , .uno dei valori di y, cioè b — a diverrà 
zero ; bisognerà dunque che V equazione (d) sia sodisfatta fa- 
cendovi y — o : ora , quest’ipotesi manda a zero tutti i termi- 
ni , eccettuando il termine cognito A : quest’ ultimo dee dun- 
que essere zero per se medesimo: il valore di a dee dnnque 
sodisfare ad un tempo alle equazioni 

Vezzo , ed Azzzo. 

Quando la proposta avrà tre radici eguali ad a , cioè azzx 
bezzo , due delle radici dell’equazione (d) diverranno mille 

nel mede 5 Ìmp tempo , cioè b a , e e — a ; in questo caso 1 ’ e- 

quazione ( d) sarà divisibile due volte di seguito per y — o (179), 
ovvero y ; ma ciò non può succeder che quando i coefficienti 
A , e B sono zero : bisogna dunque che il valore di a sodi- 
sfaccia nel tempo medesima alle tre equazioni 

Vezzo , Azzo , Bezzo , 

‘ E proseguendo questi ragionamenti , vedremo che allorquan- 
do la proposta avrà quattro radici éguali , l’ equazione ( d) 
avrà tre radici eguali a zero , ovvero sarà divisibile tre .volte 
di seguito per y ; lo che esige che i coefficienti A , B , C , 
sieno nulli nel medesimo tempo , e che il valore di a sodi- 
sfaccia in conseguenza nel tempo stesso alle quattro equazioni 

P’zzo , Azzzo , Bezzo , Czzzo. 

Non solamente si può , con siflatio mezzo , riconoscere se 
una radice data a si trovi più volte fra quelle dell’equazione 
proposta ; ma si deduce anco un metodo per accertarsi se que- 
sta equazione ha delle radici ripetute, delle quali se pigno- 
ra il valore, 

A tal oggetto fa di mestieri osservare che nel caso , ove 
s’ ha A ~ o , ovvero * 

ma ’ n - - 1 )Ba m - , -{-(m — 2) Qa m - ì ...-f-lr^o t 
possiamo riguardare a come la radice dell’equazione 

mar”»— ‘-f (m— i) j Pa m -*+(m — 2)<^a: m - 3 ....-j-7’=o , 

«V indicando allora un’incognita qualunque } e poiché a è pa- 
rimente la radice dell’equazione V—o, ovvero 
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segue dal n.° 189. die x — a è un fattore comune alle due 
equazioni suddivisale. 

Cangiando parimente a in x nelle quantità B , C , e c. , 
il binomio x — a diverrà similmente fattore delle nuove equa- 
zioni 2 ?=o , C — o , ec. , se la radice a manda rifel tempo 
medesimo a zero le quantità primitive B. t C , ec. 

Ciò , clte abbia m detto riguardo alla radice a, converrebbe 
egualmente a qualunque altra radice , la quale lòsse piu vol- 
te ripetuta ; così , cercando , mediante il metodo del massimo 
coni un divisore , i fattori comuni all' equazioni 

Vzxio , A—o ,■ B±z o , C~ o , ec. , 

questi fattori daranno le radici eguali della proposta , nell’or- 
diiie seguente. _ . 

I fattori comuni alle due»prime equazioni solamente son dei 
fattori doppi della proposta , e vale a dire , che se si trova 
j*r cornun divisore tra V=zo ; e A=o un’ espressione della 
forma (* — uj(x — 0 j , per esempio , l’ incognita x avrà dna 
valori eguali ad *, e due altri eguali a (3 , ovvero la propo- 
sta avrà questi quattro fattori 

(*—<*) , 0 — *) , (*— fi) , 

I fattori comuni nello stesso tempo alle tre prime dell’ e- 
quazioni qui sopra denotano dei fattori tripli nella proposta , 
e vale a dire che , se i primi son della forma (a: — *)(#—$) , 
per esempio, t secondi saranno della forma seguente (ur — $) J 
(jx. — 13) 5 - È faeilè spinger queste considerazioni tant’ oltre- quan- 
to vorrassi. 

106. Egli è a proposito 1 ’ Osservare che l’equazione A—o , 
la quale , pel cangiamento di a in x , diviene 

1 )Px m ~ — 1) Qx m — J . T~ o , 

si 1 deduce immediatamente dall' equazioue Vz=. o, oppure dal- 
la proposta 

x m -\-Px m -'-\- Qx m -*... . -J- Tx-\- U= 0 , 

moltiplicando ciascun termine di quest’ ultima peri’ esponente 
della potenza dia;, che esso contiene , ■ e diminuendo in se- 
guito quest’ esponente di una unità ; sopra di che bisogna av- 
vertire che il termine U essendo equivalente a U: r® , debba 
andare a zero in quest’ operazione dove si trova moltiplicato 
per zero. L’ equazione B = o si ricava da ^drro , della stessa 
maniera che A—o ricavasi da V ~o 5 C~o ricavasi da 2 ?=o, 
come quesl’uluma si ricava da A^zo ; e così di seguito (*). 

(*) $L conciliti? rebhe facilmente da cib , che precede che il 
divisore comune tra l' equanoni' Wzzo , e Arni contiene i fa t- 
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207. Per isclnarlr ciò con un esempio , prenderò l’equazione 

I equazione A==o diviene in questo caso 

... Saa^-f-aoix’ — 342 <r-f -2 16 ;=; 0 : 

II suo- divisor comune con la proposta è 

n ** — 8* 5 -|-3ii — 18 . 

Questo divisore essendo di terzo grado, dee contener egli stés- 
so piu fattori , bisogna dunque cercare se desso ne abbia dei 
comuni coll equazione B= 0 , la quale è’ iti questo caso 
2ox 3 — 1 56ar’-J-4o ix — 34 2 zst> : * 

5 S1 tr ? v ? *^ fl ° P er resultato x — 3 : dunque la proposta Iisr 
tre radici eguali a 3 oppure ammette (*— 3 ) 3 nel numero 

ei suoi attori. Dividendo allora il ‘primo divisor comune per 

S l ? me vo,le di se 8 uil ° quante è possibile , e vale a dire 
ue vote, trovasi x 2. Questo divisore non essendo comune 
c e a equazion proposta , <xl all’ equaziorie A— o: non- en- 
ra eie ue volte nella proposta. Si vede finalmente che que- 
st equazione e equivalente a 

q - , . . (*— 3 ). 3 (x— a)’— o. 

20 . equazione (rf) , che dà le differenze Ira la radicè 
b , e ciascuna de le altre , allorché si pone b i„ luogo di a , 
le diffei enze tra la radice c , e ciascuna delle altre allorché 
poniamo c in luogo di a ,.ec. , non cangiando di forma me- 
ia " e . < W? ste dlv ® rse sostituzioni, e conservando i medesimi 
coefficienti come la proposta, può essere generalizzata in, ma- 
niera a contenere tutte le djflerejize delle radici combinate 
ue a ue. er ottener ciò, serVe di eliminare a per mezzo 
dell equazione 1 v * 

... .. am ì + P * m -'+Qa"'-'..'.:+Ta+U=o : 

poic le 1 resu tato non dipendendo che dai coefficienti , e non 
conservan o alcuna traccia della radice , che abbiamo consi - 
derata in particolare converrà a tutte egualmente. 

mani esto che 1 equazione finale deve elevarsi al grado 
rn(n—i) ; imperocché le sue radici 


r A ; 

c^a, 


a — c , 


%c. , 


a — d , 

b — d , ec. , 
C—d 


■a, b c , 

c — ^ » c — d , ec. , 


ec. 


,,„l/„ e ^ Ua 1 a zat ‘ a d una polenta minore di una unità che 
a proposta ; ma il conoscere questa* proposizione non essen- 

mento eiSan °J JCr C '° ?f le tegue , io R ho posta nel Compie- 
j ove desta è dimostrata in una maniera , che mi sem- 
bra assai semplice. • , 1 
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sono nel medesimo numero delle permutazioni , che si possott 
formare disponendo , due a due ^ le m lettere a , & ) c , ec. j 
Di più , poiché le quantità 

a — b e b — a , a — c , e c — a , i — c e c — -6 , eo. ^ 

non differiscono che riguardo al segno , le radici dell equa- 
none saranno eguali due a due ^ facendo astrazione dal seguo £ 
A di tal maniera che quando avremo y=a , avremo nel tempo 

medesimo y= o- Resulta da ciò -die quest’equazione non dee 

contenere che dei termini ove l’ incognita sale ad un gradq pa- 
ri ; poiché il sub primo rae/nbrp deve essere il prodotto di un 
certo numero di fattori di secondp grado della forma 

y*— <e^dy— *)(y+«)(» 8 4 ) > 

essa dunque sarà della forma 

y , ..-f-ty*-{-u~ 0 . 

Facendo y'~z , la cangeremo in 

e l’ incognita a essendo il quadrato di y , avrà per valori i 
quadrati delle differenzè tra le ràdiOi della proposta. ’ 

Torna ‘in acconcio osservare che le differenze tra le radici 
reali della pyopqsta essendo necessariamente reali , i loro qua- 
drati saranno positivi , e che in conseguenza 1 ’ equazione in 
a non avrà che deHe radici positive , se la proposta non ne 
h^i che delle reali’. 

§ia , per esempio , l’ equazione 

facendovi i=r a-\-y , avremo 

a’-j-Sa’y-f-Say'-f-y 5 
—lo—iy 
+7 

Sopprimendo i termini a’—ja-J- 7 5 di cui l’ insieme è nulloj 
dietro l’equazione proposta, e dividendo il resto per y, otterremo 

3a*-f3ay-l-ji*— 7^0 ; 

eliminando a tra questa equazione , e l' equazione 

a 3 — 7 «+ 7 ==» > 

avremo ' 

i y 6 — 42y<-f44iy*— 49=*° i 

facendo z~y’ , conseguiremo 

* 5 . — 4a**+44ta — 49 =:0, 
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log. La sostituzione di a-\-f in luogo di r nell' equazione 

x m -\-Px nl — '-4- Qx™ - ’ . . . .-f- Z7 =o(2o4) , 

t’ impiega qualche Volta per fare sparire uno dei termini di 
quest' equazione. Si ordina allora il resultalo per rapporto 
alle potenze di y , che prende il luogo dell'incognita a?, e si 
riguarda la quantità a come una seconda incognita , la qual 
si determina eguagliando a zero il coeificiente del termine , che 
si vuol fare sparire ; si ha in questa maniera 

m(m — 0 

y te -} -may m — . . ..-j-a"* 

4- Py m ~'-4- (rn — i) Pay m —' ) ~o. 

-f Qy"-‘ -f- Qa m ~' 

+U " 

Se il termine , che si vuol togliere , è il secondo , ovvero 
quello , che è affetto da y*"— ' , si fa ma-{-P—o , d' onde rica« 

vasi a ~ — . Sostituendo questo valore nel resultato, non 
m 

restano che i termini affetti da 


ym ì ym-, ì ym--i } «}. 

Segue da ciò che sì fa svanire il secóndo termine di una 
equazione , sostituendo alT incognita di questa equazione una 
nuova incognita , alla quale si unisce il coefficiente del secon- 
do termine preso con un segno contrario a quello , dal quali 
è affetto , e diviso per t esponente del primo termine- 
Sia , per esempio , 1' equazione 

* 3 -J-6:r’ — 3 ir -J- 4=o ; 
la regola somministra 1 

T==j^-f=y — a ■ 

e sostituendo , otterremo 

y J — 6y’-f - 1 jy. 

-f-tìy 1 — 24 r 
— 3j 

Che si riduce a 

j’ 3 — rtf j 

oVe più non si trova il termine affetto day*. ‘Si farebbe Spa- 
rire il terzo termine (affetto da y m —' ) eguagliando a zero l’ in- 
sieme delle quantità , che lo moltiplicano , e vale a dire jW- 
Algtbm \5 
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Queste tre equazioni contengono le condizioni hecessane 
per determinare le incognite p . q , e r j ed il Problema pro- 
posto riducesi alla loro risoluzione. 

Della risoluzione per approssimazione delle Equazioni 
numeriche. 

2lt. Dopo di aver esaurita la ricerca dei divisori commen- 
surabili , bisogna ricorrere ai metodi di approssimazione , i 
quali riposano sul principio seguente: 

Allorché si sono trovale due quantità , le quali , sostituite 
in una equazione in luogo dell' incognita , danno due resulta- 
ti di segno contrario , possiamo concludere che una delle ra- 
dici delC equazione proposta è compresa tra queste due quan- 
tità , ed è per conseguenza reale. 

Sia , per esempio , 1 ' equazione 

a: 5 - — 1 Sx’-j^x-— 1=0; 

se si sostituiscano successivamente 2 , e 20 in luogo dix, il 
primo membro , invece di ridursi a zero , sàia eguale a — 3 t 
nel primo caso , ed a -j- 2939 nel secondo ; se ne può con- 
cludere che questa equazione ha una radice reale compresa 
tra 2 , e 20, e vale a dire, maggiore di 2 , e minore di 20. 

Siccome avrò spesso bisogno di esprimere una tal relazione, 
Impiegherò i segni > , e < , di cui si servono gli algebristi 
per denotare 1* ineguaglianza di due grandezze , ponendo la 
maggiore delle due quantità avanti 1’ apertura del segno , e 
1 ’ altra al suo vertice. Scriverò in conseguenza 

a£>a per x maggiore di 2 , 
x<^20 per x minore di 20. 

Ciò posto , per dimostrare la precedente asserzione , possiattt 
ragionare nel modo seguente. Riunendo in una parte i termi- 
ni negativi , si ha 

t 3 x’ 4 - 0 1 

quantità , la quale si è trovata negativa allorché abbiamo fat- 
to x=2 , perchè in quest’ ipotesi , 

x 3 -j-7x<^i 3 jc’-f- 1 , 

e che è divenuta positiva allorquando abbiatn fatto *“20 , 
perchè allora 

x 3 -f- 7 x>t 3 x’-J-t : 
di pili è manifesto che le quantità 

x 3 -^-gx , e i3x’-|-t 
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aumentano ciascuna dal canto ioi-o allorché si danno a x dei 
valori di più in più grandi , e che prendendo questi valori 
eos'i prossimi gli uni a'gli altri quanto si vorrà , potremo far 
crescere le quantità proposte per dei gradi di tal piccolezza , 
quanta giudicheremo a proposito. Ma , poiché la prima delle 
quantità qui sopra minore in principio della seconda , è di- 
venuta in seguito maggiore , egli è evidente che essa ha un 
accrescimento più rapido che 1’ altra , per mezzo del quale 
essa compensa l’eccesso, che quest’ ultima aveva sopra di lei, 
cd in seguito la sorpassa : esiste dunque un istante ove que- 
ste due quantità sono eguali. 

Il valore di * , qualunque egli sia ( la cui esistenza si è 
già dimostrata ) , che rende 

dando 

x'-j-jx — ( 1 3x’-f - 1 )=ro, 
ovvero x ì — tSx’-f-^x — t — o, 

è necessariamente la radice dell’ equazione proposta. 

Ciò , che abbiami veduto sull’ equazione particolare 

x 5 — i3x*-j-7® — t=:o , 

può applicarsi ad un’ equazione qualunque , della quale de- 
noterò i termini positivi per P ed i negativi per IV. Sia a 
il valore di x , il quale ha dato un resultato negativo , e i, 
quello , che ne ha dato uno positivo ; queste due circostanze 
non hanno potuto aver luogo se non perchè per la prima so- 
stituzione s’ aveva P<^N , e per la seconda jP>1V ; P aven- 
do dunque sorpassato N , ne concluderemo , conte qui sopra, 
che esiste mi valore di x compreso tra a , e b , il quale dà 
P=N C). 


(') I ragionamenti falli qui sopra , riguardati in generala 
come assai evidenti , hanno ricevuto dal Sig ■ Encontre degli 
sviluppamenti utili , che credo dover qui riportare per i Let- 
tori , i quali desiderassero delle prove più circostanziate. 

i.° Ecco come possiamo assicurarci della possibilità di far 
prendere degli accrescimenti , tantopiccoli quanto vorrassi,ai 
Polinomi P c JS. Sia P~ax'”-\-(ix n ...-\-<ixi , m essendo l'e- 
sponente più alto di x ; se vi si ponga a-f-y in luogo di x , 
questo polinomio prenderà la forma 

A-\-Br-\~Cy* 4 . . . -J-Tj'™ , 

* coefficienti A , B , C , . . . T essendo in numero finito e 
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Il ragionamento , che abbiamo fatto qui sopra , esige che 
> valori , i quali si danno a x , sieno ambedue positivi , op- 
pure ambedue negativi ; perchè , allorquando essi hanno dei 
segui diversi , quello che è' negativo , la cangiar di seguo i 
termini dell’ equazione proposta , i quali contengono delle po- 


di valore infinito ; il primo termine A sarà il valore , che pren- 
de il polinomio P , allorché x=a ; il resto 

By+Cy* . . . Cy . . . +Ty m —') 

sarà la quantità , di cui si accresce questo medesimo polino- 
mio quando si aumenta di y il valore di x— a. Ciò posto , se 
S denota il più grande de' coefficienti B , C , .... T , avremo 

£+Cy . . +zy-- <$(.+,+ . . . ■)» 

om ,_ v » 

*+* • • • -kr- — — i-(i5a) j 



y(B+cy . . . +zy">-«)<.S’y 
e per conseguenza l' accrescimento del polinomio 1 ’ sarà più 
piccolo di qualunque quantità data c . se si renda ^ 

*—y 

minore di qualunque quantità : noi giungeremo a ciò facendo 

s .y 


lìify — c > P e,c ld allora y— — essendo <^t 
Sy(i-ym) 


eguale a — — — 


S+c 

Sy Sy m —‘ 

*— y 


la quantità 


sara necessariamen • 


l—y i—y 1— y 

te minore della quantità c 5 della quale nulla ne limita la 
picciolezza . 

2.° Se sì denoti per h V accrescimento del polinomio P , 
per k quello del polinomio N , il cangiamento che ne resul- 
terà nel valore della loro differenza sarà h — k , e potrà esser 
reso più piccolo di una quantità data , rendendo più piccolo 
di questa medesima quantità l' accrescimento , che è il più 
grande dei due : potremo dunque nell' intervallo da x=a a 
x=b far cangiare col mezzo di quantità tanto piccole , quan- 
to vorremo , la differenza dei polinomi P e ti ; e poiché la 
medesima passa dal negativo al positivo in questo intervallo , 
esso si approssimali necessariamente a zero lauto da vicino ; 
quanto vorremo, (ledete gli Annali di Matematiche pure ed 
applicate pubblicali dal Sig. Gergonne , T . lf' pag. aio J, 
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lenze impari di *■ , ed in conseguenza 1’ espressioni P , e I® 
non sono composte della stessa maniera in una sostituzione > 
e peli’ altra. Questa difficoltà sparisce facendo x=zo } median** 
te questa sostituzione 1 ' equazione proposta riducesi al suo ul- 
timo termine , il quale si trova necessariamente di segno con- 
trario a quello del resultato della prima , o della seconda so- 
stituzione. Sia, per esempio, l’equazione 

x$ — a* 5 — 3x’ — 1 5ar— 3=3 
il cui primo membro , allorché facciamo 
x — — ì , e *=i , 

diviene -f - 1 a , e — 4^- Supponendo a=o , riducesi a — - 3 j, 
le due sostisuzioni 

3=30 , e x ~ — t 

danno dunque dei resultati di segni contrari ; ma , ponendo 
•— v in luogo di x , l'equazione proposta si cangia in 

y^if— 3j*-J-i5y— 3=30 , 

e si ha 

P=y*+*y*+ . 5 , , N=3y+Z, 

d’ onde ricavasi 

P<^N allorché y—o , 

P> 1 V allorché y= i, 

Possiamo dunque ragionare nel caso attuale come nel prece- 
dente , e concluderne che l’ equazione in y ha una radice rea- 
le compresa tra o , e -f-t , d al che ne segue che quelia dei- 
fi equazione in x si trova tra o , e — i , ed in conseguenza 
tra 2 , e — ». 

La proposizione, ohe ho enunciata , non potendo presenta- 
re che dei casi compresi nell’ uno , o nell’ altro di quelli , 
che ho esaminati, è sufficientemente dimostrata. 

2 1 2 Prima di andar più avanti , farò osservare che qua- 
lunque sieno il grado di una equazione , ed i suoi coijficien- 
ti , possiamo sempre assegnare un numero , il quale , sostitui- 
to in luogo dell' incognita , renda il primo termine maggiore 
della somma di tutti gli altri. Conoscesi a prima vista la ve- 
rità di quest’asserzione , per poco che siasi osservato l'anda- 
mento , che seguono gli accrescimenti delle diverse potenze di 
un numero maggiore della unità ( 126 ) , poiché ; Ira queste 
potenze , fa più alta sorpassa tanto più quelle , che le sona 
inferiori , quanto il numero , di cui si tratta , e più conside- 
revole , di tal maniera che niente limila gli eccessi della, pri- 
ma sopra ciascuna deli’ altre , ecco di più in qual modo pos- 
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tiam trovare un numero , il quale sodisfaccia alla condizio- 
ne enunciata. 

È manifesto clic il caso più sfavorevole sarebbe quello do- 
ve tutti i coefficienti dell' equazione si rendessero eguali al più 
grande di loro , e vale a dire , se iu luogo di 

-\-Tx-\-U=.o , 

si prendesse 

X m —Sx — S~o , 

S denotando il maggiore dei coefficienti P , Q T , 

U. La differenza tra il* primo termine è la somma di lutti 
gli altri essendo allora 

x”‘ — S\x m ~~ 1 — j-.r" 1 — J ...... -f-i ) ) 

osserveremo che x m — 1 

x m - -fi= -( l5 ^)> 

X 1 

e mediante questa espressione si cangerà la precedente in 
S(x m — 1) S* m S 

x m ~ . , ovvero in a,-’”—. 1 • 

x — 1 x — x — I 

Se si pone tu seguito M in luogo di x , conseguiremo 
SM"' S 

m -f ; 

M — 1 Al — 1 

quantità che renderemo positiva sé faremo 

SM”' 

M m — : 

M— I 

poiché , se dividasi ciasdun membro di questa equazione pér 
Al m , avremo S 

r — di dove il/— i^-f-t. 

Al— r 

Sostituendo dunque iu luogo di x il maggiore dei coefficienti 
dell’equazione , aumentato dell’ unita , renderemo ri primo 
termine maggiore della somma di tulli gii altri ; ed iu con- 
seguenza il suo seguo determinerà quello del resultato della 
sostituzione. 

Il numero Al potrebbe esser minore , se non si volesse che 
rendere la parte positiva dell’equazione proposta maggiore del- 
la parte negativa ; purché servirebbe , per ciò , di rendere il 
primo termine superiore alla somma che darebbero tutti gl* 
altri , quaudo aurora i loro coefficienti fossero eguali , non 
più al maggiore d* tutti , ma solamente al maggior* dei eool- 
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fidenti -negativi : -non dovrebbesi dunque che prender per M 
questo coefficiente aumentato della unità (*). 

Segue da ciò che le radici positive dell’ equazione proposta 
sono necessariamente comprese tra zero , e ■*+«• . . .. 

Possiamo pure scoprire col medesimo mezzo un limite della 
radici negative ; bisogna per questo sostituire — y in luogo di 
a nell’equazione proposta , e fare in modo di rendere il pri, ■» 
ino termine positivo , se desso divien negativo (178)- È evi- 
dente , per questa trasformazione , che i valori positivi di v 
corrispondono ai valori negativi di ae j e viceversa. Se f? è il 
massimo coefficiente negativo dopo tal cangiamento , s® - 

là il limite dei valori positivi di y ; ed in conseguenza — R 
• — 1 sarà quello dei valori negativi di x. 

Finalmente , se si volesse ottenere per la minore delle ra- 
dici un limite più approssimato che zero , vi si arriverebbe 
1 

sostituendo — in luogo di x nell’equazione proposta, e pre- 

y 

parando la trasformata in y come 1’ abbiam prescritto nel nu- 
mero 178. I valori di y essendo inversi di quelli di * , il mag- 
giore de’ primi corrisponderebbe al più piccolo dei secondi , e 
reciprocamente. Se dunque indicasse il limite superiore 

4ei valori di y , ovvero che si avesse 


il che darebbe 


y<S'+* 1 

“*<■£'+* » 


qe resulterebbe successivamente 

1 <^^'+ 0 *) <*• 

.S'-f-t 

Infatti è facile vedere che si può , senza turbare 1 ’ ordine 
grandezza di due quantità separate da dei segni < , o f- , 
moltiplicarle , o dividerle per una stessa quantità ; e che si 
può ancora sommare o sottrarre una stessa quantità da ciascun 


C) Trovatisi nella Risoluzione dell’ equazioni numeriche del 
Sig- Lagrange delle formale , le quali somministrano, dei li - 
miti più ristretti ; ma ciò , che lio detto di sopra , serve per 
rendere indipendenti dalla considerazione dell ’ infinito le Pro* 
posizioni fondamentali della. Risoluzione, delle equazioni. 


? 
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lato dei segni ]> , e < , i quali godono, a questo riguardo, 
delle medesime proprietà che il segno d’ eguaglianza. 

ai 3. Segue da ciò , che precede , che qualunque equazione 
di grado impari ha necessariamente una radice reale di un 
segno contrario a quello del suo ultimo termine ; poiché , se 
si prende il numero M tale che il segno della quantità 

+TM±:U 

non dipenda che da quello del suo primo termine M m , 1’ e- 
sponente m essendo impari , il termine M m sarà dello stesso 
segno del numero M ( 128 ). Ciò posto , se l’ultimo termine 
V ha il segno -|r , e se si faccia x== — M , avremo un re- 
sultato di segno contrario a quello che ci somministra la sup- 
posizione di x=o j dal che si fa manifesto che la proposta 
ha una radice tra o , e — M , vale a dire negativa. Se 1 ’ ul- 
timo termine V ha il segno — , facciasi allora *==-}- Af ; si 
ottiene un resultato di segno contrario alla supposizione di 
a=o ; ed in questo caso la radice si trova tra o , e -f- M , 
vale a dire positiva. , 

Ui4- Allorché 1’ equazione proposta è di un grado pari , il 
primo termine M m restando positivo qualunque siasi il segno, 
che si dà a M , non possiamo assicurarci col mezzo di ciò , 
che precede , dell’ esistenza di una radice reale , se 1 ’ ultimo 
termine ha il segno 4 - ; poiché , sia che si faccia x=o , ov- 
vero , si ha sempre un resultato positivo ; ma quan- 

do questo termine è negativo , si trovano , facendo 

, x=o , x— — Al , 

tre resultati affetti respettivamente dai segni -J- , — - , e -f- , 
ed in conseguenza l’ equazione proposta ha in questo caso al- 
meno due radici reali , una positiva compresa tra M , e o , 
l’altra negativa , compresa tra o, e — M : dunque ogni equa- 
zione di grado pari , il cui ultimo termine è negativo , ha al- 
meno due radici reali , una positiva , e C altra negativa. 

ai5. Passo adesso alla risoluzione delle equazioni per ap- 
prossimazione ; ed affine di render più chiaro ciò , che ho da 
dire sopra questo soggetto , prendo immediatamente un esem- 
pio. Sia 1' equazione 

x* — 4*’ — 3x-j-27=o $ 

il suo massimo coefficiente negativo essendo — 4 » segue dal 
r}.° 211 , che la sua maggior radice positiva sarà minora di 
5. Sostituendovi — y in luogo di x , essa diviene 

yH4y 3 +3y+ J 7=°.; 
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e questo resultato avendo tutti i suoi termini positivi , fa ve- 
dere che y debbe essere negativo ; dal che ne segue che a; è 
necessariamente positivo , e che i’ equazione proposta non può 
aver radici negative , le radici reali sono dunque comprese 
tra o , e -J- 5 : 

Il primo metodo , che si presenta per arrivare a dei limili 
più approssimativi , consiste nel supporre successivamente 
•t=i , =2 , x=3 , x=4 ; 

e se due di questi numeri , sostituiti nell’equazione proposta , 
danno dei resultali di segni contrari , essi saranno dei nuovi 
limiti delle radici. Ora , facendo 

;r= i , il suo primo membro diviene -f-21 , 

JC= 7 . + 5 , 

ìk =3 — 9 , 

*=4 ........... +. 5 : 

si vede dunque che quest’ equazione ha due radici reali , una 
compresa tra 2 , e 3 , e 1 ’ altra tra 3 , e 4 - Per approssimar- 
si ancor più al valore della prima prenderemo il medio tra i 
due numeri, che lo comprendono; il che dara 2,5 (Aritni. 129): 
supporremo in seguito x~ 7 ì 5 - > il resultato di questa sostitu- 
zione , il quale è 

-}- 39 ,o 625 — 62 , 5 — 7 ,54-27=— 3,9375 , 
dimostra , poiché è negativo , che la radice cercata cade tra 
3 , e 2 , 5 . Prendendo il medio tra questi due numeri , otter- 
remo 2,25 ; limitandosi a =2,3, avremo la radice cercata , 
che diderisce dal vero suo valore meno di un decimo , e ce 
ne approssimeremo rapidissimamente per mezzo del seguente 
metodo , dovuto a Newton. 

Faremo xzì 2 , 3 — J-j' ; è evidente che l’ incognita y non sarò 
che una piccola frazione, di cui potremo trascurare il qua- 
drato , e le potenze superiori : avremo iti tal modo 

*4- (2,3)44. 4(2, 3 )V , 

— 4 * 3 =— 4(2, 3 ) J — 12(3, 3 )* r , 

— 3 * =— 3 ( 2 , 3 ) — 3 y ; 

mediante queste sostituzioni , 1’ equazione proposta diverrà 
— o, 583 g — 17, 8i2jr=o , 
e dara o, 583 g 

y— • 

17,812 

In questa prima operazione non anderemo al di lù delle cen- 
tesime parti , e ne resulterà 

y=— 0,o3, e j?=2 , 3 —0,03=2,27, 
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Per ottenere un nuovo valore di x piu esatto del precedente , 
supporremo #=2,27-) -y l j e sostituendo nell’ equazione pro- 
posta , non si terrà conto che delle prime potenze di y'. Si 
troverà 

je — 0,04595359— ■i 8 ,o 464 G 8 y , =o, 

da cui ricavasi 

0,04595359 

y'— — — 0,0025 , 

l 8 ,o 46468 

ed in conseguenza *—2,2675. Possiamo , continuando questo 
metodo, approssimarci tanto quanto verremo al vero valore di x. 

La seconda radice reale compresa tra 3 , e 4 > calcolata nel- 
la stessa maniera , sarà 

1=3,6797 , 

arrestandosi alla quarta decimale. 

216. Apprezzeremo l’esattezza del metodo, che I10 esposto, 
cercando il limile dei valori de’ termini , che si trascurano. 

Se l’ equazione proposta fosse 

Qx m - 1 -j- Tx-\- U=a , . 

la sostituzione di n-{-y in luogo di x darebbe per resultato il 
primo di quelli , che ho trovati nel n.° 204 , perchè a non 
essendo la radice d<-H' equazione , ma solamente un valore ap- 
prossimato di x , non manda a zero la quantità 

Qa'"-' -f- Ta-\- U. 

Happresentando quest’ ultima per V , avremo, in luogo del- 
1’ equazione (rf) del n.° citato , la seguente 


AB C 

r+~y-\ jM y ì + y m =° 1 

1 1.2 1.2.3 

dalla quale ricaveremo 

B C 

Ay—- V r * y » —y n , 

1.2 1.2.3 

V Bf Cy 1 y m 


A ì.iA 1.2.3 A A 


Trascurando le potenze di y superiori alla prima , ci fer- 
miamo a V 

T ~~ A * 
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i . t A 1 . 2 . 3 A A 

Se o non difierisce dal vero valore di x che di uuaMpian- 
1 

tita minore di — a , 1 ’ errore di sopra diverrà minore del nu- 

P 

ì 

mero, che si otterrebbe ponendovi — a in luogo di y ; il che 
darebbe P 

B / a \ c / fl V > / a V 

i.a A\p / 1.2.3 A \P / A\p S 

Calcolando questa quantità , ci assicureremo se la medesima 

può essere trascurata di fronte a — • , e se per questo si tro- 

A 

vasse troppo considerevole , farebbe mestieri di cercare per a 
Un numero più prossimo al valore vero dia;. 

Del rimanente , allorché abbiamo calcolati più numeri y , 

? y ' 1 5 ec. , e che i resultati ottenuti formano una serie de- 
crescente , l’ approssimazione non potrebbe esser dubbiosa. 

217 . Il metodo , del quale ho iati’ uso , è conosciuto sotto 
il nome di Metodo delle Sostituzioni successive, Lagrange lo 
ha considerabilmente perfezionato. ( Vedete la Risoluzione del- 
? equazioni numeriche ). Egli ha primieramente osservato , che 
non sostituendo che i numeri interi , 6 Ì potrebbe passare al di 
là di più radici senz’ accorgersi delle medesime. Djfatto , se 
si avesse , per esempio , 1 ’ equazione 

(*— !)(*— i)(*— 3 X*— 4)=° > 

e che si sostituissero in luogo di * i numeri o , 1 , 2 , 3, ec. , 
si passerebbe al di là delle radici ^ , e 5 senza riconoscerne 
l’esistenza , poiché avrebbesi 

(o — ì)(o — !)( 0 — 3)(o — 4 ) == ' p H X 1X3 X4 , 

(i-fXi~|)(i- 3 X I -4)=+?X|X>X3 , 
resultati del medesimo segno. E facile vedere che questa cir- 
costanza dipende da ciò che la sostituzione di 1 in luogo di^a: 
fa cangiare nello stessa tempo il segno ai due fattori x — 7 , 
e * — | , |i quali , di negativi che essi erano allorché si pone- 
va zero in luogo di x , divengono ambedue positivi j ma , se 
si fosse posto per x un numero compreso tra 7 , e | , il fat- 
tore x — J solo avrebbe cangiato di seguo 3 e sarebbesi otte- 
nuto un resultato negativo. 
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Carieremo necessariamente sopra un simile resultato sostituen- 
do in luogo di a» dei numeri , la cui differenza sia minore di 
quella delle radici f , e f. Se per esempio , si fanno le sosti- 
tuzioni 2 , * , | | , ec., troveremo due cangiamenti di segno. 

Poirebbesi obiettare all’ esempio qui sopra esposto che , al- 
lorquando abbiamo fatto sparire i coefficienti frazionari da 
un’ equazione , dessa non può aver per radici che dei numeri 
interi , o irrazionali , e non delle frazioni ; ma è facil vedere 
che i numeri irrazionali , in luogo dei quali sono state qui 
poste delle frazioni per maggiore semplicità , possono differire 
tra di loro meno dell’unità. 

In generale , i resultati saranno del medesimo segno tutte 
le volte che le sostituzioni cangeranno il segno di un numero 
pari di fattori (*). Pei ovviare a quest’ inconveniente , è ne- 
cessario porre tra i numeri da sostituirsi , dal piò piccol limite 
fino al piu grande , una differenza minore della pih piccola 
tra le differenze , che possono aver fra loro le radici dell’equa- 
zione proposta: con questo mezzo le sostituzioni cadranno ne- 
cessariamente tra le radici consecutive , e non faranno cangia- 
re di segno che un solo fattore (**). Questa operazione non 
esige che si conosca la più piccola differenza delle radici , 
ma solamente un limite , al disotto del quale essa non potreb- 
be cadere. 

Per procurarsi questo limite , formeremo 1’ equazione de’ 
quadrati delle differenze delle radici (ao8). 

Sia 

**-\-pz n - '+ 9 *"-* .. . .-f-<z-f-u=o. . .(D) 
questa equazione : per ottenere il più piccolo limite delle sue 

ì 

radici , faremo z = — ■ (aia), ed otterremo 
v 

liti 

h P 1- <] ■•••+* f-airs, 

V n v n—i pii— » P 

ovvero, riducendo tutti i termini al medesimo denominatore 

-J- j 


(’) Non è dunque possibile di scoprire con questo metodo 
le radici eguali allorché le medesime sotto in numero pari j 
ma s'impiega allora quello del n.° ao5. 

(”) Non si considerano qui le radici immaginarie , poiché 
esse sono sempre in numero pari , e si combinano , a due a 
due , in fattori reali di secondo grado , che non cambiano di 
segno qualunque sia il valore , che si dia ad x ( ved. il Com- 
plemento ). 
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poi dividendo per u , avremo 

t q p 1 

v"-| v>-] p-| =o ; 

u u u u 

r 

e se — indica il massimo coefficiente negativo di questa equa* 
u 

zione avremo i 

<*• 

r 

[- i 

u 

Non bisogna considerar qui che il limité positivo, il solo che 
si rappotti alle radici reali dell 1 equazione proposta. 

Conoscendo il limite 

> u 

r r-j-n 

— + 1 

u 

minore del quadrato della più piccola differenza tra le radici 
della proposta , n' estrarremo la radice quadrata , o almeno 
prenderemo il numero razionale immediatamente al disotto di 
essa radice; questo numero , che indicherò per k , denoterà 
1’ intervallo , che bisognerà frapporre tra ciascuno dei numeri 
da sostituirsi. Formeremo cosi le due serie 

, ec. , 

— Ar, — 2 k , — 3 A , ec. , 

delle quali non prenderemo che i termini compresi tra i li- 
miti della minore , e della maggiore delle radici negative del- 
1’ equazione proposta. I cangiamenti di segno , che offrirà la 
serie dei resultati ollenuli mediante la sostituzione di ciascuno 
di questi numeri in luogo di x nell' equazione proposta , ma- 
. nifesieranno le sue diverse radici reali , tanto positive , che 
negative. 

218 . Sia , per esempio , l'equazione 
x 3 — 7 *+7— o , 

la quale mi ha condotto nel n.° 208. all’equazione 

z 3 — 42 * >-f44i 2—49=0 : 

1 

facendo s = — , ed ordinando per rapporto a v il resultato 

v 
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di questa sostituzione , si ha 

• 4 2 1 

P 3 — ge’-j p = o, 

, . . 49 49 

da cui ricavasi 

ì 

» < *o , * > — : 

IO 

bisognerà dunque prender k — , ovvero < — . Si jodisfc. 

Vio 

rehbe a questa condizione prendendo k — — , ma è bastan- 

' 4- 

te supporre k — — • ; poiché , ponendo 9 in luogo di p nel- 

1 equazione precedente, s’ottiene un resultalo positivo e che 
non può divenire che maggiore allorché daremo a e un vaio- 
re piu considerevole , poiché i termini v 3 , e 9 ^* già si 

distruggono , e — p supera — . 

4g 49 

Il maggior limite delle radici positive dell’equazione proposta 

e 8 , e quello delle radici negative è — 8 ; avremo duuqae 
da sostituire per x i numeri * 

1 2 3 4 a4 

°’ 3*’ 7’ 7’ 7 7’ 

--L _ 2 3 4 2 4 

3 3 3 3 3 

, x' 

Possiamo evitare le frazioni facendo x = — ; poiché allo* 

■ r L ,e ci d . lfferen ' e tra ' va,ori di x> saranno triple di quelle, 

cuenza l’°nnV !* a * Valori d ' x > e sorpasseranno in conse- 
b ila : non avremo che da sostituire successivamente 

0 1 » 2 ì 3 , . . . , a4 , 

„ * , ‘~' a > 3 ’ »t 2 4> 

nell equazione 

j . x lì — 63x' i 8 g~ o: 

segui dei resultati cangeranuo da + 4 a + 5 , da + 5 
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a -}- 6 , e da >— g a - io } di maniera che avremo 
lori positivi 


*'>4 e < 5 

**>5 e < 6 


di dove 


4 5 

*>- e <- 

3 3 

5 6 

*>-«<- 


va- 


ed il valore negativo di x' cadendo tra — 9 , e — to , quello 
9 10 

di x sarà tra — - — , — — . 

3 3 

Conoscendo adesso le diverse radici dell’ equaxione propo* 
sta a | presso , potremo approssimarvi di più , come nel nu« 
mero ai 5. 

aig. Ciò che abbiamo praticato sull'esempio del n.* 3i5 ; 
e su quello del numero precedente , si applicherà a una equa* 
«ione d’ un grado qualunque , e farà conoscere i valori pros- 
simi di tutte le radici reali di questa equaxione. Non si può 
nulladimeno disconvenire che il calcolo non divenga laborioso 
allorché l’ equazione proposta s’ eleva un poco di grado ; ma 
in molti casi non sarà necessario ricorrere all’equazione D , 
ovvero vi suppliremo per dei mezzi , che lo studio dei rami 
ulteriori dell’Analisi farà conoscere (*). 

Farò intanto osservare che le sostituzioni successive dei nu- 
meri o , 1 , a , 3 , ec. in luogo di x offrono spesso degl’in- 
dizi bastanti per far sospettare 1 ’ esistenza delle radici , la cui 
differenza è minore deli’ unità. Nell’esempio, di cui mi oc- 
cupo , esse danno i resultali 

i quali ritornano crescenti dopo d’ aver decresciuto da -f- 7 * 
-j- 1 . Questo andamento retrogrado porla naturalmente a cre- 


(*) Si può vedere parimente nel Trattato della Risoluzione 
dell'Equazioni numeriche un metodo elegantissimo dato da 
Lagrange a scanso d 1 impiegare f equazione D. 

Molti altri Geometri hanno ancora arricchito questo sogget- 
to d? ingegnosi processi , ma che per altro non mi sembrano 
tali da poter entrare negli elementi. Del resto le considera- 
zioni fatte qui sopra hanno qualche importanza a solo ogget- 
to , che completano la teoria deW Equazioni. Quasi giammai 
l applicazione del calcolo alla Meccanica , ed aUa Fisica con- 
duce a risolvere dell Equazioni di un grado elevato. 


l 
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dere elle tra i due numeri •)■ i e -f i cadano due radici o 
eguali j o quasi eguali. Per verificare questo sospetto , fa di 

y 

mestieri moltiplicare 1 ' incognita. Facendo x~— , si trova 

io 

y s — jooy -J- 7000 — o ; 

equazione , la quale ha, due radici positive , una tra <3 , e 
44 , 1’ altra tra 16 , e 17. 

Il numero dei tentativi necessari per isòoprire queste radiò! 
non è grandissimo ; poiché non è se non tra 10, e 20 che 
bisogna cercare y ; ed i valori di quest’ incognita essendo de- 
terminati in numeri interi , se ne concludono quelli di x , i 
quali differiscoiia dal vero meno d’ un decimo d’ unità. 

220. Allorché i coefficienti dell’ equazione , che ci propo- 
niamo di risolvere , Sono dei numeri considerevolissimi , é co- 
modo trasformarla in uh’ altra , di cui i coefficienti sieno con- 
tenuti in dei limiti più ristretti. Se si avesse , per esempi» , 

*4 — 8oa: 3 -f- 1 998^:’ — 1 49^7» -j- 5 ooo = o , 
farebbesi x — ìoz ; s’ otterrebbe 

2 4 _ 8 i 3 -J- 19 , 9 8z» — t 4 , 93jz-f o ,5 = o. 

In questo resultato ci contenteremo primieramente di prender® 
i numeri interi , i quali più s’ approssimano ai coefficienti , 
ed avrebbesi in tal maniera 

s 4 — 8z 3 »oz*i — i 5 x -j- o , è = o,\ 

Troverebbesi senza pena che z ha due valori reali compresi 
tra o , e ì , tra 1 , e 2 ; dal che ne segue che quelli della 
proposta sono tra o , e 10 , e tra 10 , e 20. 

Qui non parlerò punto della ricerca delle radici imihagiua'- 
rie , perchè la medesima riposa su dei principi , 1’ esposizione 
de’ quali mi condurrebbe troppo lontano ; io la rimetto al Coni - 
plernento di questo Trattato. 

221. Lagrange ha dato alle sostituzioni successive un» for- 
ma , la quale ha il vantaggio di far conoscere immediatamente 
in ciascuna operazione di quanto ci siamo approssimati .alla 
vera radice , e non esige che se n’ abbia in principio il vaia- 
re , che differisca dal vero meno d’ nn decimo. 

Rappresento per a il numero intero immediatamente al dU 
sotto della radice cercata ; altro non bisognerà per ottonerà 
questa radice che aumentare a d'una trazione 5 avremo dtìrt* 

t. • . > , 

que x = a -\ . L’equazione in y , che resulterà dalla so* 

r - ■ ••••■■ 

Àlgebra il» 
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soluzione ili questo valore nella proposta, avrà necessariamen- 
te una radice maggiore dell’ unità j chiamando b il numero 
intero immediatamente al disotto di questa radice , otterremo 

per una seconda approssimazione ar=za-j-‘ — • b non es ' 

b 

scodo per rapporto a y se non che ciò che a è per rapporto 

i 

a * , potremo ; nella equazione in y , fare Y — b “H j e 

y 1 . 

y 1 saia necessariamenle maggiore dell’ unità ; chiamando b' il 
numero interi* immediatamente al disotto delia radice dell’ equa- 


zione m /• , avremo 


y~b + - 


bb <- fi 


b' b' 

rimetioado questo valore in quello di x , ne resulterà 

V b’ 

a - 1 , 

bb'-\- I 

per il terzo valore approssimato di x. Ne troveremo un quaiV 
to facendo y' zzi ' - ) — - ; poiché , se b" indica il numero io* 

y" ... " 

tero immediatamente al disotto di y ' 1 , avremo 

b'b" + i ' * » 

/ =,*' + - = , 

b u b“ 

dalla quale j 

b" __ bVW+V' + b 




b'b" + 


b'b'' + i 


+ bb'b" + b"-{-b ' 

e cosi di seguito. , 

222. Passo ad applicare questo metodo all’ equazione 

- 1 “ "r "h 7 S <>■ 

Abbiamo di già veduto (aib) che la timore delle radici po- 
sitive di quest* equazione era tra J > e | , vale a dire tra i j 

# ’ .* * 1 ^ t- J ' 

e a j farò dunque x — ì -J , ed avrò 

y 3 — 4/ 1 X 3 y + ì - o. 
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Il limile delle radici positive di quest’ ultima è 5 , e sostituto - 
do succssivameute o , 1 , 2 , 3 , 4 in luogo di y , ricono- 
sceremo ben presto eh' essa ha due radici maggiori dell' uni- 
ta , cioè , una tra 1 , e a , e 1’ altra tra a , e 3 ; ne resul- 
terà dunque 

*=»-!-!, e* = i -fi, 

tvale a dire 

#=2 , e x~l. 

Questi due valori corrispondono a quelli , che ho trovati tra | , 
e J , tra j, c j , e che differiscono tra loro meno d’ una unità- 
Per portare più avanti il grado d’ esattezza della prima ra- 
dice , la quale corrisponde a y=zi , faremo 


r=*+-> 

, y 

ed avremo 

y n — ly*' — -y'- j~ 1=0. 
Non trovermo in quest’ equazione che una 
giore dell' unità , e compresa tra 2 , e 3 , 

y = 1 -fì = ì 1 

«1 dove a;= t 


sola radice 
il che darà 


tnag* 


Supponendo io seguito r ’,— 2 -j Jj— , tre resulterà 

troveremo f" tra 4 , e 5 , e prendendo il minor limite 4 i 
otterremo 

N 11 • y'r?f* ]*==*+ f*= V,^='-1 -;t=Ì7- 

Nulla e piu lacile che proseguire questo metodo , facendo y — 4 
•f ^777, e così in Seguito. 

Ritorno adesso al secondo valore di x , che ho trovato ègùa^ 
le a | per una prima approssimazione , 6 che corrisponde 


a y— :z : Io , e Sostituisco bell’ equazione in y 5 

avrò , dopo di aver cangiati i segni per rendere il primo ter- 
mine positivo , 

y ,1 ~t* l y ,, — ly'— 1=6. ^ 

Quest’ equazione non avrà , come la sua corrispondente nell o- 
pérazione qui sopra esposta , che una radice , la quale sor- 
passi l’unità , cioè , tra 1 , e 2 ; prendendo jd=t , ne resulterà 
y~3 , • 
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Ponendo a«e«r* 



conseguiremo 

y 11 * — 4 y 1 ' — * ss o/ 


equazione . la quale dà y n tra 4 , e 5 , da cui ne viene in 
conseguenza 


y'~b y= “» *=i|- ■ 

i 

Per andare più avanti , faremo j"— 4-f jj]i e cosi di seguito. 

L’ equazione x* — 3 a '"{~7 •- 0 ha p ure una indice negativa 
compresa tra — 3 , e — 4- -P er approssimarvisi di più , fa- 

i 

remo x t; — 3 — — , il che darà 
, y 

, y *°y’— 9y— 1 > y> 2 ° t e < 2 » s 

di dove resulterà * 



i 

Proseguendo più oltre , supporremo yzt 20 -j- — ec.j enot* 

. y' . 

terremo successivamente dei valori- di più in più esalti. 

Le differenti trasformate in y , y 1 , y" , ec. non avranno 
mai che una radice maggiore dell’ unità fintantoché due , o 
un maggior numero di. radici della proposta, non saranno com* 
prese tra i medesimi limiti o, e «-j-i 5 ma quando questa 
circostanza avrà luogo , coinè 1’ abbinai veduto nell’) esempio 
qui sopra, troveremo in alcune dell’ equazioni in y , y' , ec. 
più valori maggiori della unità , dai quali si partiranno le 
serie d’ equazioni ,1 le quali faranno conoscere in particolare le 
diverse radici , che la proposta ha tra i limiti a , e a-|-i. 

Il Lettore potrà esercitarsi ancora sull’ equazione 

x 5 — 2X — 5 SS o 


la cui ladice reale cade tra 2 , e 3 ,■ troverà pei valori interi 
dì y , y* , ec. 

io , -i , i. , 2 , i ) 3.j i ? i j n j ec, ? 
e pei valori approssimati di x , 

— * * a i 4 4 » i i 1^3 5 | 5,6 7 ) _i_ » S o 7 i 6 4 .1 ^ 

* > I ° > ■ i J T7 » 5T) '‘tT’’ T 7 T » 3 4 91 iii4 ». 7 » 3 3 V 

Delle proporzioni , e delle progressioni. 

«3. Abbiamo veduto nell’ Aritmetica la definizione , e le 
proprietà fondamentali della proporzione , e dell’ er/uidijfc- 
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rema , vale a dire , di ciò , che si chiama la proporzione 
geometrica , e la proporzione aritmetica ; applicherò adesso l’Al- 
gebra a queste nozioni ; ed arriverò con lai mezzo a dei re- 
resultati , i quali sono d un uso frequente nella Geometria. 

Principierò da far osservare che I’ equidifferenza , e la pro- 
porzione possono esprimersi mediante dell’ equazioni. Sieno A, 
B , C , D i quattro termini della prima j a , b , c , d quelli 
della seconda .- avremo 

b d 

B — A — D — C ( Aritrn. 1 27 ) , — — — ( Aritm . 1 1 / ) ; 

a c 

equazioni , le quali deggion essere fisguardate come equivalenti 
all’ espressioni 

A.B : C.D , a ; b : : c •. d ì 

e che danno 

A~ \~T) ^ B-\-C , ad “ bc, 

Segue da ciò che nell' eijuid jf, rema la tornino dei termini e - 
ttremi eguaglia quella dei termini medi , e che nella propor- 
zione il prodotto dei terrai tri estremi è eguale a quello dei ter- 
mini medi , nello stesso modo che 1 ’ abbiali» veduto nell'Arit- 
metica ( 127 , 1 1 3 ) per mezza di ragionamenti dei quali 
1’ equazioni qui sopra non ne soli che la traduzione (“j. 

Le proposizioni reciproche delle precedenti dimcslmusi facil- 
mente ; poiché dall' equazioni 

A+D=B+C , ad ~ bc 
li torna immediatamente a 

b d 

D—C— B — A , — 

a c 

ed in conseguenza , allorché quattro quantità sono tali che due 
tra loro diano la medesima somma , o il prodotto medesimo 
e he f altre due , le prime sono i medi , e le seconde gli estre - (*) 


(*) L equazione ad - bc dando d 3 — , fa vedere che se l 

a 

quattro numeri a f b 5 c , d sono interi , e che a e b sieno 
primi tra loro , c e d sono necessariamente dei multipli con- 
simili ; poiché a non pub dividere allora bc che divi/lcndo 
c (97) i e facendo c— ina , nc proviene d— mb. 

Di più questa prova che qualunque frazione eguale a una 
frazione irriducibile non può esser formata che da de' multipli 
simili dei termini di quest’ ultima , allorché i termini dell' una 
e dell' altra sono numeri interi , 
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I ni ( o reciprocamente ) d un equidifferenza , o d una prò,- 

porzione. , . . 

Quando B = C , 1 ’ equidifferenza e delta continua ; lo stes- 
so e della proporzione allorché bzzc } e si ha allora 

A-{-Dzt?.B, ad~b’] 

vale a dire , che in un equidifferenza continua la somma de- 
gli estremi è eguale al doppio del medio , ed in una propor- 
zione continua il prodotto degli estremi è eguale al quadrato, 
del medio Ricavasi da ciò 


B = , b = v ^7 ; 

2 

la quantità B c il medio ( ovvero la media proporzionale 
aritmetica ) tra A , e D e la quantità b la media proporr. 
zionale ( geometrica ) tra a , e d. 

Le equazioni fondamentali 


B — A = D-C > 

Conducono ancora alle seguenti 

C—A s= D — B , 



le quali fanno vedere che si può, nell’ espressioni A ■ B\ C . Zf, 
q ; b : : c : d , cangiare i medi di posto, e dedurne A . C : B.Dy 
tf c -, : b: d. lo generale potremo lare tulle Je trasposizioni 
di termini , le quali accorderanno coll’ equazioni 

A-\-D =; B-\-C , e ad=.bc ( Aiim. nf)- 
tasterò adesso da parte 1 ’ equidifferenza per non occuparmi 
che della proporzione. 

b d 

224. Si può ai due membri dell’equazione — s — aggtua- 

a c 

gore , e togliere una medesima quantità m , di maniera che si 
avrà b d 

— ~Az m — — -± m , 
a c 

riducendo i termini di ciascun membro al denominatore mede» 
simo , conseguiremo 

b-^ma d -rmc 

d C , 
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equazione , la quale può mettersi sono la forma 
' c d’urne 


Mi 


a borita 

t che riducesi a questa proporzione 

bz±ma • d^±mc : : -a : c ] 

c d 

e siccome — — — , avremo parimente 
a b 

nt±tpc d 
ironia b 

ovvero fcrtma : d^zmc : : b ; d. 

Queste due proporzioni possono enunciarsi cosi. Il primo con - 
seguente , più o meno un certo numero di volte il suo ante- 
cedente sta al secondo conseguente , più o meno il medesimo 
numero di volte il suo antecedente , come il primo termine sta 
al terzo , ovvero come il secondo sta al quatto. 

Paragonando separatamente le somme Ira loro , e le dine* 
lenze tra loro y avremo 

d+mc c d — me c . _ 

b-\-ma * a b — uia a 

d’ onde concludevamo 

d-\-mc d — mc~ 

b -i^-ma b—ma 

vale a dire 

b-\-ma : d-\-mc : ’. b — ma : d — me j 
oppure , cangiando i medi di posto , 

b-\-ma : b — ma : : d-\-mc : d — me ; 
e se facciamo m—t , avremo solamente 

b-{-a : b — a : : d-\-c : d — c , 
che enunciasi cos'i : 

La somma dei due primi termini sta alla loro differenza', 
come la somma dei due ultimi sta alla loro differenza. 

225 . La proporzione a: b : : c : d poteudo scriversi come segue 

a : c : : b : d , 
c d 

avremo — ±-m = — d~m t 

a b ’ 

i crtma d^tmb 

donde ■■■■ — ~ = » 
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e finalmente k f 

c’orna : zfcfcmi s : n : b , ovvero : f c i d f 
dal cbe ne resulta che j/ secondo antecedente , più o meno, 
un certo numero di volte il primo , sia al secondo conseguen- 
te , più o meno lo stesso numero di volte il primo , come uno 
qualunque, degli antecedenti sta al suo conseguente. 

Questa proposizione può ancora concludersi immediatamente 
da quella del numero precedente ; poiché , cangiando i medi 
di posto nella proporzione primitiva 

a : b : : c : d , 

e quindi applicando la proposizione citata , abbiamo successi» 
vamente 

a : c : : b ; d , , 


c~±ma : dz±mb : •• a : b , ovvero : ; c : d ; 

e rendendo in quest’ ultima alle lettere a , b , c , d la detto» 
m inazione , che esse hanno nella proporzione primitiva si 
ottiene il precedente enunciato. 

Facendo m=i , ne ricaveremo le proporzioni particolari 

est a : t£±b : : a : b 
: : c : d 

e-f-a : c — a : : d-\-b : d — b ; 

il che vuol dire che la somma , o la differenza degli antere- 
denti , sta alla somma , o alla differenza de' conseguenti . co- 
me un antecedente sta al suo conseguente ; e che la somma 
degli antecedenti sta alla loro differenza , come la somma dei 
conscguenti sta alla loro differenza. 

In generale . se ^bbiamo 

h _ d _f h 

acce 

b 

* si faccia — ezq avremo 
a 

d ' f h 

~ — q , ec.j 

Ce a 

i) che darà 8 

b~ aq , d~ cq , fszeq , h~gq , ec. ; 
e sommando quest' equazioni , membro a membro , otterremo 

ovvero « *q+cq+eq+gq+ec.> 

f-ec. K ^(a-j-c-j-e-j-^-j-ec.) 
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d’ onde ne segue 




a4j 


o+e-j-e+gH-ee. a 

Enunciasi questo resultato diceudo , che in una serie di rap- 
porti eguali a : b : : c : d : : e : f : : g : h , ec. la som- 
ma di un numero qualunque di antecedenti sta alla somma 
di un egual numero di conseguenti , come un antecedente sta 
al suo conseguente. 

226. Allorché si hanno queste due equazioni 


b___d f ■_ h 

a c e g 

si possono moltiplicare i primi membri tra loro , e i secondi 
membri parimente tra loro , ed otterremo 

hf dh 
ae cg 

equazione equivalente alla proporzione 

ae : bf : : cg : dh , 

fé quale conseguirebbesi pure moltiplicando ciascun termine 
della proporzione 

a : b : : c : d 


per quello , che gli corrisponde nell’ altra 
e : g : h. 

Due proporzioni moltiplicate così , termine a termine , si di- 
con moltiplicale per ordine \ ed i prodotti , che ne resultano , 
sono , come vedesi ; in proporzione : i nuovi rapporti sono i 
rapporti composti dei rapporti primitivi ( Aritm . 123 ). 

E facile di convincersi che si arriverebbe egualmente a una 
proporzione dividendo due proporzioni , termine a termine , 
ovvero per ordine. 

2 37. Allorché si ha 

b d 

a c 

»e possiamo concludere che 

b m d m 


a m <f* 
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lo che da a"' : : : c m : <l"‘ 

d’ onde ne segue , clic i quadrati , i cubi , ed in generale le 
poterne simili di. quattro quantità in proporzione sono anch'esse 
in proporzione. 

La stessa cosa avrebbe luogo per delle poteuze frazionarle ; 


poiché 



• »/* Vii 

V a 


\a 

e 

m — tti . • - 

Vf= 

v ‘ 

dal che ne 

resulta 


m m 

\b \d 


m r ~ i ttt 

\a \c 

oppure 

■ 


V-r \n : \ù~, 

se a : b : 

: c : d ; vale a dire , che le radici del medesimo 


grado di quattro quantità in proporzione sono esse pure in 
proporzione. 

Tali sono i principali punti della Teoria delle proporzioni. 
Questa Teoria non è stata inventata che per iscoprire delle 
quantità , paragonandole con altre quantità. Abbiamo conser- 
vali per lungo tempo i nomi Latini , eh’ eransi dati ai diver- 
si cangiamenti , o trasformazioni , che può subire una propor- 
zione ; si principia oggigiorno a non caricarne piu la memoria 
di quelli , che studiano le Matematiche ; e tutto 1 ’ apparato 
delle proporzioni diverrebbe inutile , se a loro si sostituissero 
1’ equazioni corrispondenti \ lo che darebbe , io penso , più 
uniformità ai melodi , e più chiarezza alle idee. 

218. Dalle proporzioni alle progressioni il passaggio e facile. 
Avendo concepito nell’ equidifferenza continua tre quantità, di 
cui 1’ ultima sorpassava la seconda di tanto quanto questa sor- 
passava la prima , abbiamo subito immaginalo di considerare 
un numero indefinito di quantità a , b , c , d , ec. , tali che 
ciascuna di esse sorpassasse quella , che la precede , d’ una 
quantità <T , di maniera che 

ò— a-f-tf , cr:ò-f-if , d=ic-^-£ , e— d -\~ tT , ec. ; 
l'insieme di queste quantità si scrive così 
-va.b.c.d c f. co. , 
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n' alo e iì r a. • aSf 

e si chiamava progressione aritmetica : ma io ho creduto» do- 
ver cangiare questo nome in quello di progressione per diffe- 
renza. ( Vedete nell’ Aritm. la Nota del n.° 127. ) 

- Possiamo calcolare uu termine qualunque di questa progres- 
sione senza il soccorso degl’ intermedi. Infatti, se si pone per 
b il suo valore in quello di c , ne resulterà 

c = a +2<r; 

mediante quest’ ultimo troveremo 

d a a -J- 3 cf ; di poi e ss a 4 * 4 <f ; 

e cosi in seguito : dal che si fa manifesto che chiamando l 
il termine , il cui posto fosse indicato da n , avrebbesi 

f= 3 o-f-(n — 1 )(f. 

Sia , per esempio , la progressione 

-7-3.5.7.9.11.13.15.17. ec. i 

qui il primo termine a S 3 , la differenza ( ovvero la ragio- 
ne ) S'^i 2 ; troveremo per 1’ ottavo termine 

3 -f- ( 8 — 1 ) 2 zi *7 » 

che si otterrebbe ancora calcolando tutti quelli, che lo precedono. 

La progressione . che ho considerata , era crescente j scri- 
vendola in un ordine inverso , nel modo che segue , 

_z_i 7 . i 5 . 1 3 . 1 1 .9. 7*5. 3 . 1 .— - 1 - 3 . ec. , 

essa sarebbe decrescente. Se ne troverebbe ancora nn termine 
qualunque mediante la formula a -f- ( n — 1^ ) f , osservando 
che «f aebb’ essere supposto negativo , poiché allora la diffe- 
renza dee togliersi da un termine qualunque per ottenere quel- 
lo , che segue. 

229. Arrivasi pure semplicissimamente a conoscere la somma 
d’ un numero qualunque di termini della progressione per dif- 
ferenza. Questa progressione essendo rappresentata da 

■ -f a.b.c i-fsd , 

e S designando la somma di tutti i suoi termini avremo 

.Ssn+H-c +* + *“W- 

Scrivendo i termini del secondo membro di quest’equazione 
in un ordine inverso del precedente , avremo aucora 

s = i+ k + + c +H-«- 

Se si sommano queste equazioni , e riuniscami » termini , che 
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*i corrispondono , conseguiremo 

,5= (a+/)-KH-i)-Kc+*) +(i+f)+(*+i)(/+«) ; 

ma , per la natara della progressione , si ha , partendo dal 
primo termine , 

ed in conseguenza , partendo dall' ultimo , 

l — J' 3 Ijl — (f Z ij . ..... C — (F ZZ b , b — tf zz a 


la somma deil’eqnazioni corrispondenti fa vedere immediatamente 
che a-\-l 3 ò+fc — e+r , Z ec, ; 

e che in conseguenza 

2iS , -*«(fl + /) , 

di dove ricavasi 


& S 


n(a + l) 


2 . 

Applicando questa formula alla progressione 
-t-3. 5. 7. 9. ec. , 
troveremo , per la somma degli otto primi termini 

(3+17)8 

3 80, 


JL 

a3o. L’equazione 

+ O—l ) i > 

( a+i ) n 


unita a 


6-3 


2 

somministra il mezzo di trovare due qualunque delle cinque 
quantità a , J , n , / , e S allorché si conoscono le altre tre 
io non mi fermerò nel trattare ciascuno dei casi , i quali pos- 
sono presentarsi 

a3 1 . Abbiamo ricavato dalla proporzione la progressione per 
quoziente ( ovvero la progressione geometrica ) , la quale 
consiste in una serie di termini tali che il quoziente d’un ter- 
mine diviso per quello , che lo procede , è lo stesso in qua- 
lunque parte sieno presi questi due termini. Le serie 


-r- a : 6 : 18 : 54 : 162 : ec. y 
-^45 : i5 : 5 : 7 : f : ec. 

sono delle progressioni di questo genere ; il quoziente ( or- 
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vero la ragione ) è 3 uelP una , e \ nell’ altra : la prima 
crescente , e la seconda decrescente. Ciascuna di queste pro- 
gressioni forma una serie di rapporti eguali , ed è per questo 
che desse si scrivono nella maniera qui sopra indicata. 

Sieuo 

Zt,ò,C,tl, . . . . . , . ■ le , l 
i termini d’una progressione qualunque per quoziente; facen- 
b 

do — = q , avremo , per la natura di questa progressione , 
a 

, b e d e l 

a b c d k 

ovvero b—ntj r., c~bq , d~cq , e~dq , . . . l—kq. Ponendo 
successivamente il valore di b in quello di c , quest’ ultimo in 
quello di d , e così degli altri , otterremo 

b—aq , c=aq % , d—aq ì , e=aq l > , . . . h=zaq'-' , 
denotando per n il posto del termine l oppure il numero dei 
termini , che si considerano nella progressione proposta. 

Mediante la formula l—oq n ~‘ si può calcolare un termine 
qualunque senza passare per lutti gl’ intermedi. Il decimo ter- 
mine della progressione 

-ir* : 6 : 18 : ec. , 

per esempio, è eguale a 2><39:=;39366. 

a3z. Si può conseguire eziandio la somma di tanti termini 
quauii vorremo della progressione 

— ia : b : c : d : ec. 


sommando tra loro 1' equazioni 

b—aq , c—bq , d=cq , c~dq , . . ,k=: k q ; 
poiché ne resulterà 


e chiamando S la somma cercata , avremo 

ò+ofrf-j-e . . . +/— S- a 
“'■H+C+ d . . . -)-*=•£ — 1 } 


d onde concluderemo 
ed in conseguenza 


S~ar=q ( S-l ) , 
ql — a 


s= 


q—l 
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Nell'esempio dato qui sopra troverebbe»! per la somma dei 
primi dieci termini della progressione 

* 1 -f> : 6 : i8 : ec. 

ax3 '°— 2 

. =3'°— i==5go48. 

2 

a33. Le due equazioni 

ql — a 

l=aq n ~' , S~ 

q— I 

contengono le relazioni , che le cinque quantità a , q , n , 
e debbono avere tra loro nella progressione per quoziente , 
e faranno conoscere due qualunque di queste quantità allorché 
le altre tre saranno date. 

234 . Se si sostituisca aq n ~' in luogo di l nell’espressione di 
S , otterremo 

„ fa "— 0 - 

S=a 


Allorché q sorpasserà 1’ unità , la quantità q n sarà tan- 
to più grande , quanto il numero n sarà più considerevole } 
e S sarà suscettibile di sorpassare qualunque quantità , chef 
si voglia , dando a n un valore convenevole , e vale a dire* 
prendendo un numero convenevole di termini della progres- 
sione proposta. Ma , se q è una frazione rappresentata 

da — , avremo 
m 


\m n / \ m K J • 

S~ = — _ 


am • 


m n - 


m — 1 


m — 1 


m 

ed è evidente che quanto più il numero n diverrà maggioré.j 
a 

più il termine diverrà minore , e più in conseguenza 

m n ~' am 

il valore di S si approssimerà alla quantità , dalla 

quale esso non digerisce che di- m— t 
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dunque , quanti più termini prenderemo della progressione 

ani 

proposta , più la loro somma «i approssimerà ad . Es- 

m — 1 

sa potrà differirne anco meno di qualunque quantità per quan- 
to piccola si possa assegnare , senza poterle esser mai rigoro- 
samente eguale. 

am 

La quantità , che io denoterò per L , è come vede- 

, m — i 


si , un limite, al quale le somme parziali rappresentate da S 
si approssimano di più in piu. 

Applicando queste considerazioni alla progressione 


avremo 


di dove 


• • _ • x • > * i • __ * cc 
1 • 5 • 4 • * • ìo • cc * > 

I 

a= - 1 j 1 

m 


ìli — 2 , Lz 




m~i 


I— r 




e più che prenderemo termini della divisala progressione , più 
la loro somma si approssimerà ad esser eguale a 2 . Trovasi infatti 

i 

i+i-H-fl , , 

i+' s +i+i+h=rl=*-à 
L’ espressione di L può essere considerata come la somma 
della progressione decrescente per quoziente continuata all’ in- 
finito ; ed è appunto in questa maniera che 1’ espressione me- 
desima si considera ordinariamente ; ma non si può frattanto 
formarsene un’ idea ben chiara se pou che ravvisandola sotto 
il punto di vista di un limite. 

235. Possiamo ricavare dall’ espressione 


') 

S=z 

q—i 

tutti i termini , i quali compongono la progressione , di cui 
essa rappresenta la somma ] poiché , se si effettua la divisione 


* 
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di q * — i per < 7 — i (i58) , si troverà 

9"— i >— 9“ 

— — = =t+9+9’+9 3 +9 4 +9 b "'> 

9 — 1 ‘—9 

il che somministra 

iS^ra-f-aq-f-aq». . . 1 . 

Il valore di L sodisfa allo stesso fine allorché si effettua la 
divisione di m per m—i nel modo seguente; 


m 

m — • I 

— m-f-i 

i 

T l r — , 

i 

J sJ. 

r~ 

I 

m 

T T 

m* 

m 3 

— i 

i 

+ - 
m 




1 

i 



— + 

— 



m 

m* 




ì 

t 


— 

- + 

— 



ni* 

m 3 ec. 


Si divide primieramente m nel modo solilo per il primo 
termine del divisore, il che dà per quoziente ì ; si molti- 
plica questo quoziente pel divisore , e si toglie il prodotto dal 
dividendo ; si divide in seguito il resto i per il primo termi* 

I 

ne del divisore ; trovasi per quoziente — , che si moltiplica 

i m t 

pel divisore , e li ha per resto — ; si opera su questo resto 

m 

come sul precedente. Continuando così , conosceremo ben pre* 
sto la legge , che seguono tutti i quozienti parziali , e si coni- 
lo 

prende che l’ espressione — — è equivalente alla serie 

m — ì 

* 1 1 

*’.+ ' — I (- — -+■ ec. , 

m m* ni 1 

i 

continuata all'infinito ; ponendo per m il suo valore — -, e mol- 
tiplicando per o , si ritrova 9 

u-\-aq-\-nq~-\-aq^-\- ec. 


* 
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per la progressione , di cui L ne esprime il limite. 

236 . Si riguarda lo sviluppo 

i i 1 

H 1 1 f- ec. 

m /«’ w 3 


come il valore delle Frazione . ogni qualvolta che esso 

è convèrgente , vale a dire , che i termini i quali lo com- 
pongono , diminuiscono allontanandosi dal primo. 

Infatti se si termina la precedente divisione successivamente 
su primo , al secondo , al terzo ... resto , si trovano 


i quozienti i 


,4. — 


m 

1 I 


m 


m* 


ec. 


ed i resti 


1 

1 

tn 

1 

m* 

ec. ; 


gli uni si approssimano al vero valore tanto piu , quanto più, 
gli altri vanno diminuendo, e questa circostanza non ha luo- 
go che quando m sorpassa 1 ’ unità. In tutti gli altri casi 
non possiamo permetterci di trascurare i resti , i quali sempre 
aumentando fan vedere che i quozienti s' allontanano sempre 
più dal vero Valore. 

Per ùchiarir ciò , serve il far successivamente tn=;2 , m=t, 
— | ; la prima supposizione somministra 


m: 


=«»+! + | + H- S **+ec. , 

ni — i 

ed abbiamo digià veduto (a 34 ) che difatto la serie , che com* 
pone il secondo membro , si approssimava di più in più a 2. 
La seconda supposizione dà 
m 

■ “ è — 1 -j- i -|- 1 t'q- 1 -J- 1 -f- ec. 

J n — 1 

Questo resultato 1 — f- 1 — 1 — J- 1 — J- ec. , continuandosi all’ infinito, 
dà pare una quantità infinita , come lo richiede la natura 
dell’ espressione | $ nulladimeno , se , in quest’ esempio , non 
Si tenesse conto de’ resti , si caderebbe in un’ assurdità ; poi- 
ché , siccome il divisore moltiplicato per il quoziente deve ri-j 
produrre il dividendo , bisogna che 

, I r=C> + ' + , + ".-) < lv 
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ora ; il secondo membro va rigorosamente a zero j avrebbe*! 

dunque tzzro. 

La tersa supposizione cotiduce a delle conseguenze non me- 
no assurde quando si trascurano i resti , e si guarda la serie , 
che resulta , com’ esprimente il valore della frazione , dalla 
quale essa deriva. Facendo m— j , si trova 


— — — = — i = i -f- a + 4 + 8 -j- 1 6 ec. ,* 
m — i 

resultalo evidentemente falso. 

Queste contraddizioni spariscono osservando che , nel secondo 
caso , i resti 

i i i 


i ec. 

m ni * ni 3 

son tutti eguali a i , e che siccome i medesimi non diminui- 
scono , non c permesso di trascurarli , per quanto lontano si 
spinga la serie. Aggiungendo dunque Uno di questi resti al se- 
condo membro dell’equazione 

i = ( t ■+> i + > + t + t + )° » 

esse diviene esatta. Nel terzo caso , i resti 

i ì t 

i , — , — , — ec. 
ni m' m 3 

formano la progressione crescente t , a, 4 , 8 , 16 , ec. , ed 
aggiungendo a ciascun quoziente la frazione , che resulta dal 

rn 

resto , che 1’ accompagna , l’ espressioni rigorose di sono 

ni — i 



1 + 


I -f 


ri i 

l 


rn{m — ì) 

+ 


■(«*—») ’ 


ec. 


m m % m * 

le quali tutte si accordano a dare— i allorché m —\ . 

Se si prendesse /»=—», la frazione - m — diverrebbe — j la 

m — i w-f-i 

Serie che esprime lo Sviluppo di questa frazione , cangerebbegi in 

i ì t 

i 1 + w- > 

li n * >r 
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e facendovi n~±i , avrcbbesi 

i — t-j-t — i-j-i — t-f-ec. 5 

sviluppo, il quale diviene alternativamente t , e zero , e die 
si allontana in conseguenza , ora per eccesso , ora per difetto, 

n 

dal vero valore di , eguale in questo caso i I : ma la 

n-j - ' 

serie qui sopra non essendo convergente , non può dare que* 
sto vero valore , e bisogna necessariamente tener couto del re- 
sto , qualunque siasi il termine , in cui ci arrestiamo. 

Sè si Suppone uella serie precedente iv=zi , avremo 

1-S+ *- §+£-“• i 

serie , di cui le somme parziali i , | , i , j , ec. sono atter- 
ra 

nativamente minori , e maggiori del vero valore di , il 

n + l 

quale è * ; ma desse vi approssimano indefinitamente , per- 
chè la serie proposta è convergente. 

Benché le serie divergenti , e vale a dire, quelle , i cui ter- 
miui vanno aumentando , si allontanino sempre più dal vero 
valore dell’ espressione , dalla qiiale derivano, considerate nul- 
ladimeno come sviluppi di queste espressioni , esse possono far 
conoscere quelle della loro proprietà , le quali non dipendono 
dalla lor somma. 

237. Spingendo qualunque siasi divisione algebrica , come ho 
fatto qui sopra (a 35 ) a riguardo di m per ni — 1 , arriveremo 
sempre ad esprimere il quoziente mediante una serie infinita di 
termini monomi. L’ estrazioni delle radici continuate nella stes- 
sa maniera sui resti successivi , nel caso delle potenze imper- 
fette , condurranno pure a delle serie infinite; ma queste se- 
rie otterrannosi più facilmente per mezzo della formula del bi- 
nomio , conforme lo farò vedere nel Complemento , dove trat- 
terò delle serie le più conosciute. 

t * l 

Teoria delle quantità esponenziali , e dei Logaritmi. 

238 . In tutti i problemi risoluti fin qiìi le incognite noti 
entravano punto negli esponenti ; ma nrtn sarebbe lo stesso se 
si volesse determinare il numero dei termini ni una progres- 
sione per quoziente , il cui primo termine < I' ultimo e la 
ragione fossero dati. Dilatlo , avrebbesi per questo I equazione 

l=.aq n ~' (» 3 i) , ' ‘ ' '• 


Dìgitized by Google 



a6o ELEMENTI 

nella quale 1" incognita sarebbe n\ e facendo , per abbreviare, 
n — i ~x , si otterrebbe l—aq x . I metodi diretti esposti pre- 
cedentemente non saprebbero risolvere questa equazione 5 e le 
quantità tali come a non possono essere rappresentate da nes- 
suno dei segni , dei quali ho già latto uso. Per gettare un po- 
co di luce sopra questo soggetto , rammenterò , dietro Eulero, 
il legame che esiste tra le diverse operazioni dell’ Algebra , e 
come ciascuna di esse dia origine a ulta nuova specie di quantità. 

239. Sieno a , e A due quantità che ci proponiamo di som- 
mare insieme . si ha 

o-j-A-acc ; 

e se da quest’equazione vogliasi ricavare a , o A , si trova 
a=c — A , A=e — a : 

ecco come si vede , 1’ origine della sottrazione , ora , quando 
quest' ultima operazione non può effettuarsi nell’ordine, come 
(fessa è indicata , il resultalo dìvieu negativo. 

La somma ripetuta di una medesima quantità genera la mol- 
tiplicazione : a denotando il moltiplicatore , A il moltiplican- 
do , e c il prodotto , si ha • 


dalla quale ricavasi 



e da ciò nascono la divisione , e le frazioni le quali ne sono 
la conseguenza , alloichè dessa non può effettuarsi senza resto. 

La moltiplicazione ripetuta d’ una quantità per se stessa prò- 
duce le potenze di questa quantità ; esprimendo per A il nu- 
mero delle volle che a è fattore nella potenza , che si con- 
sidera , si ha 

a 6 — c. 

Questa equazione differisce essenzialmente dalle precedenti in 
ciò che le quantità a , e b non v’ entrano ambedue della stessa 
mauiera ; dal che ne segue che non si può risolvere 1’ equa- 
zioue per rapporto all’ una come per rapporto all'altra. Se a 
<• quella , che si cerca , una semplice estrazione di radice ser- 
ve a trovarla , e quest’, operazione dà luogo ad una nuova 
specie di quantità , cioè alle irrazionali ; ma la determinazio- 
ne di A dipende dui metodi particolari , che io farò cono- 
scere allorché , »vfò. esperte le principali proprietà dell’ equa- 
zione = e., . , 

a4o. E facile vedere che conservando lo' stesso valore per 


Ì..JL 
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la lettera a , eh’ io supporrò al di sopì a della unita *, e varian- 
do convenevolmente quello di q , potremo ottenere per c tut- 
ti i numeri possibili. Difatto , facendo b o , si ha c — t , 
poi allorché b crescerà , i valori corrispondenti di c sorpas- 
seranno di più in più la unità , e potranno aumentare tanto 
quanto vorremo. Il contrario avrà luogo se si prenda b nega- 
tivo ; 1* equazione a b — c cangiandosi in a~ b =z c , ovvero 

— = c , i valori di c suderanno sempre diminuendo , e po. 

tranno divenire tanto piccolo quanto vorremo. Si possono dun- 
que dalla medesima equazione ricavare tutti i numeri positi- 
vi possibili , si interi che frazionari , nel caso ove a sorpassi 
la unità. Sarebbe lo stesso se si avesse n i ; solamente i 
valori di c progredirebbero in senso inverso del caso preceden- 
te j ma supponendo a — ì , si troverebbe sempre o~ l, qua- 
lunque valore si desse a b : si dee dunque , in tutto ciò che 
seguirà , riguardare a come differente essenzialmente dalla unità. 

Per meglio indicare che a non cangia , e che le altre due 
quantità a , e c sono indeterminate , io le rappresenterò per 
le lettere x , e y , ed avrò 1’ equazione a* = y , nella quale 
a ciascun valore diy corrisponde un valore di x , di marnerà 
che una di queste quantità è determinata dall’ altra , e reci- 
procamente. 

s4i. Questa generazione di numeri per mezzo delle potenze 
d' un solo è importantissima non solamente iu rapporto all' Al- \ 
gebra , ma altresì pei soccorsi , eh’ ella somministra per ab- 
breviare i calcoli numerici. | Difillo , se si considera un altro 
numero j 1 , e s’ indichi per x' il valore corrispondente di x 
avremo a Tl y 1 , ed in conseguenza. , se si moltiplica y 
per y' } conseguiremo 

yy‘ = a* X « x ' = a x ~ x ' 


se si divide , 


troveremo 



7 ° , 

finalmente , se si prenda la potenza m di y , e la radice 
n'"a , avremo 

_y n, =:(a r ) m TZa' nx 

per l’una , e 

y»=(a-)>‘—ai; 

per 1 altra. 

Segue dai due primi resultati , che conoscendo gli esponen- 


ti 

:• 
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ti x , « x* relativi ai numeri y , e y 1 , troveremo prendendo- 
ne la loro somma , 1’ esponente die corrisponde al prodotto 
vy' , « , prendendone la loro differenza , quello che corrispou- 

. y' 

de al quoziente — .. Le due ultime equazioni fanno vedere , 

y 

che l’ esponente relativo alla potenza m m <‘ di y si ottiene me. 
diante una semplice moltiplicazione, e quello, che corrispon- 
de alla radice n"‘a , con una semplice divisione. 

È facile concluder da ciò , che se si avesse una Tavola , 
nella quale , allato di ciascuuo dei numeri y , si trovassero i 
valori corrispoudenti di x , di maniera che essendo dato y si 
potesse avere x , e reciprocamente , la moltiplicazione di due 
numeri qualunque si ridurrebbe ad una Semplice somma ; per- 
chè , in vece di operare sopra questi numeri , si sommerrebbe- 
ro i valori di x , che vi si rapportano , e cercando dipoi nel- 
la Tavola il numero , al quale corrisponde questa somma , 
avrebbesi cosi il dimandato prodotto. 11 quoziente dei numeri 
proposti troverrebbesi nella medesima Tavola dr fronte al la dif- 
ferenza dei valori di a-, che loro corrispondono , e la divisio- 
ne. si effettuerebbe allora mediante uria sottrazione. 

Questi due esempi fauno bastantemente conoscere Futilità , 
di cui posson essere delle Tavole simili a quelle , delle quali 
Ilo parlato ; cosi 1’ uso loro tie c molto esteso lino da Nepe- 
ro , il quale fu il primo ad immaginarle. I valori di x vi 
Sono indicati sotto il nomo di logaritmi , ed in conseguenza i 
logaritmi sono gli esponenti delle potente , alle quali bisogna 
alzare un numero invariabile per dedurne successivamente tulli 
ì numeri possibili. 

Il numero invariabile si chiama base delle Tavole , o del 
Sistema dei logaritmi \ 

In seguito rappresenterò il logaritmo di y per |y avremo 
, ed a motivo di y— a x , otterremo y=z a jy. 

z4z. Le proprietà dei logaritmi essendo indipendenti dai va- 
lori particolari dei numero a, ovvero dalla loro base, ne se- 
gue che si possono formare un' infinità di Tavole differenti 
dando a questo numero tutti i valori possibili , diversi dallo 
unità. Prendendo, per esempio n= i o , avremo y=( io) ly, 
e troveremo immediatamente ohe i numeri 

i , io , ioo , 1000 , toooo , iooooo , ec. , 

i quali son tutti delle potenze di io , hanno per logaritmi , 
in quest’ ipotesi , i numeri 

°> li 3, 3, 4, 5, ec. 
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Possiamo digià verificare su quesla serie le proprietà , che 
Ilo enunciale nel num.° precedente : sommando i logaritmi di 

10 , e di 1000 , i quali sono 1 , e 3 , si vede tosto che la 
lor somma 4 si trova sotto il toooo , che è il prodotto dei 
numeri proposti. 

24^. 1 logaritmi dei numeri intermedi tra t e io, io e 
100 , 100 e 1000 , ec. nou possono ottenersi che per appros- 
simazione. Se si trattasse , per esempio di avere il logaritmo 
di a, bisognerebbe risolvere 1’ equazione (1 o) x sa , applican- 
dovi il metodo dato nel n.° aat. , e trovare in primo luogo 

11 numero intero , che più si approssima al valore di x. Si 
vede facilmente che x è tra o , e 1 , poiché (10)°— 1 , ( 1 o)‘ 

* I 

~to; faremo dunque x — , ed otterremo (10)*=:», op- 

z 

pure i 0 = a* j ora z si trova tra 3 , e 4 •' supporremo dun- 

1 

que 2 — 3_J — _ , e ne resulterà 
a* 

io=a J ~*'=a«X 2‘'=8Xa>' , 

- . xo 5 

ovvero a »'=-*-:= 4 , 

oppure finalmente 3=(i)‘'. 

il valore di z' cadendo tra 3 , e 4 j faremo 


i 



avremo 

a -(!)>*.?' = (!)>. ($*' , 
dalla quale equazione ricaveremo 

(l) 1 ' -a(|)l ~ , ovvero (^)*'« s* ; 

e dopo un piccol numero di tentativi troveremo che z" è tra 
9 , e io. Nella stessa maniera potremo inoltrarci quanto vor- 
remo , ma siccome io uou ho indicato questo metodo che per 
far vedere la possibilità di trovare i logaritmi di lutti i nume- 
ri mi limiterò a supporre z"=xt) ; e risalendo, otterremo 



Questo valore di x , ridono in decimali, è esatto fino alla 
quarta iuclusivainente , poiché desso dà 

.r=o,3oi«7 j 

,«C> «efOvU ah IV.ca » «ìixs*SV|*V-.-iyi t •> *V* > 1 
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e dò calcoli portali ad un maggior grado di rigore ci hanm> 
fato conoscete che , spingendo fino a 7 decimali , avrebbesi 
*=o, 3 o io 3 oo. 

Per interpretare questo valore di -jr come quello di un espo- 
nente , bisogna concepire che, se si alza il noni. 0 10 alla po- 
tenza indicala dal nuin.° 3 oio 3 ooo , e se ne estcagga dal re- 
sultato una radice del grado looooooo , avremo un numero 

tOlOSOQ 

» ÌOOOOOOQ 

moltissimo approssimato a 2 , e vale a dire , che (io) 

=2 , con pochissima differenza ; il primo membro è un po- 

1010199 

IOOOOOOO 

co più grande di 2 , ma il numero (io) sarebbe più 

piccolo (*). 


(*) Il metodo- indicato in questo numero non sarebbe prati- 
cabile per dei numeri un poco grandi , ma eccone un altro 
dato da Long , Geometra inglese , nelle Transazioni Filosofi- 
che per f anno 1 7 24. n.° 339 t q ua l metodo può essere, utilissimo. 

La determinazione di x nell'equazione ( t o) J —y essendo 
laboriosissima , si può procedere in un ordine inverso , cioè 
darsi x per ottenere y , e forviare una l'avola dei valori di y 
corrispondenti a quelli di x , la quale servirà in seguito , co- 
me vedremo , a determinare X per J. 

Si prendono in primo luogo per x dei valori da o, * fin 

a o , 9, e tutto si riduce a determinare il valore di y , il qua ■ 

1 

le corrisponde a x— o,t, ovvero che è (io) 7 T, perchè gli altri 

valori di y , cioè , , .J- 

J ’ ( 1 o) *° (io)‘° , ec. t 

sono le 2.o , 3 .o , ee. potenze della prima. 

L' estrazione della radice quadrata fa primieramente conoscete 

(io)'»' ovvero (10)^=3,162277560, 
poi estraendo la radice quinta da questo resultato si perviene a 

( 1 0)"^»:= 1 , 2 5892 54 1 2 . 

Mediante un metodo simile ricaveremo da 

i 

(io)'<=:i 2589^5412 . 

il valore di 


V 


» I s 

(to) ‘»=(io)*®=(to)i» s ; 


: ijiaioi 8454 > 


poi prendendo la radice quinta , formeremo 
( io )'“‘ , z=i ,023292992; 

e risalendo alle potenze 2. a , 3 .a . . . , 9. a ne otterremo i 
valori di y corrispondenti a quelli di x , da o,or fino a 0,09, 
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144. Moltiplicando successivamente per 2 , 3 , 4 > cc. il lo- 
garitmo di 2 ; ottengonsi quelli dei numeri 4 1 8 , 16 , ec. , 


Si concepisce Jacilmente che in questa maniera formeremo 
ancora i valori di y per quelli di x , da o,ool fino a 0,009; 
quindi da o,oooi, fino a 0,0009, e che potremo comporre la 
Tavola seguente. - .q 
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i quali SODO le 2 .c , 3 . e, 4 _ e , ec. potenze di 2 . 

Sommando col logaritmo di 2 i logaritmi di 10 , di 100 , 
di 1000, ec. , se ue deducono quelli di 20 , di aoo , ur 
aooo ec. , ed è evidente che basta di avere i logaritmi dei 
numeri primi per trovare i logaritmi di tutti i numeri com- 
posti , i quali non possono essere che delle poleuze : o det 
prodotti di numeri primi. Il numero 2to , per esempio , es- 
sendo eguale a 

2X3X5X7 > 


Per metto di questa Tavola troveremo, il logaritmo di un 
numero qualunque , dividendolo per 10 un. numero di volte suf- 
ficiente. Affine di ottener , per esempio , quello di a 5 4 g , di- 
videremo in primo luogo questo numero per (loffi, oppure 7 000, 
che è la più gran potenza di io y coll esponente intero che 
esso possa contenere % ed avremo 

2549— ( io ) 3 X 2 j 549 ; 

poi cercheremo nella Tavola la potenza di io immediatamente 
al disotto di 2 , 549 , troveremo 

(io)V=2, 5 ii 886432 » 

e dividendo 2, 5 49 per quest'ultimo numero , conseguiremo 

2, 549=(to)°, <X», oi 477 5 , 77 - 

Cercando come sopra nella Tavola la potenza di 10 imme- 
diatamente al disotto di 1,014776177 , troveremo 
(io)°, oo6 “i , 01 39n386 -, 

poi dividendo per questo numero il quoziente precedente 
i,oi 4775 i 77 j avremo un terzo quoziente 
1,0008$ 174 *- 

Continueremo ad operare in questa maniera fino a che non 
siamo arrivali a un quoziente , il quale non differisca tlall u- 
nità che ncU'orilme dei decimali , che ci slamo proposti di 

trascurare. . , 

Rìsguardando qui il terzo quoziente come eguale allunila , 
il numero proposto sarà decomposto in fattori -, i quali sa- 
ranno delle potenze di so , poiché avremo < 

2 54y=(.o) 5 X(i°)\ 4 X(t o) V°' 6 =( 1 °) V** 5 

dal che rendesi manifesto che S,^o6' è il logaritmo del numera 
2.549. Spingendo le divisioni fìjrio al numero di 7 $ troveremo 
che questo logaritmo è 3 y 4 o 636 Q» 

La medesima l'avola sen>e àfiotr a più facilmente per lro~ 
vare un numero col mezzo del suo logaritmo '• pccpne qui un 
esempio . ... . 


Digitized by Google 


3&7 


d' algebra 
il tuo logaritmo sarà eguale a 

] 2 _j_! 3 -|- 15 +l 7 , 
ed a motivo che , avremo 

15=1 io— I2. 

245. I logaritmi , i quali son sempre espressi in decimali , 

sono necessariamente composti di due parti , cioè , delle unita, 
poste alla sinistra della virgola, e delle cifre decimali , le qua- 
li si trovano alla destra. La prima parte porta il nome di ca- 
ratteristica , perchè nei logaritmi , che io considero per ades- 
so i quali resultano dalla supposizione di n=to , e si chia- 
mano logaritmi ordinari , questa parte là conoscere in qua or 
dine d’ unità cada il numero , di cui abbiamo il logaritmo. 

Tutti i logaritmi dei numeri tra i , e 10 cadendo tra o, e 1 , 

hanno necessariamente zero per caratteristica : tutti ( I UC * e ] 

numeri compresi tra to, e 100 , hanno 1 ; lutti qui. 1 et 

numeri compresi tra 100, e 1000 hanno 2 : in genera e , a 

caratteristica di un logaritmo ha tante unità quante care ha 
il numero proposto meno una.- % 

246. Un’osservazione non meno importante e questa , che 
i logaritmi dei numeri , i quali sono decupli gli uni degli al- 
tri , hanno la medesima parte decimale : per esempio. 

5436 o ha per log. 4,7352794 , 

5436 i 3,735*794, 

543,6 *, 7 3& * 794 > 

54,36 1,7352794, 

5,436 0,7352794 ; 


Sia 2,547 d logaritmo dato ; il numero cercato sarà 

( 10 )*, ! 47 = (io)»X('0) o , 5 X(l«) 0 ,° 4 X(' 0 ) 0 , 0 ° 7 5 

desso sarà dumjuc eguale al prodotto dei numeri 
(10)’ =100 

(toV, 5 =3,162277660 
(10) 0 , 04 =1,096478196 
( io) 0 , °° 7 =i, 016248694 

presi nella Tavola precitata ; ed avremo in conseguenza 
2,547=1352,367. 

Il Sig. Dodson ha pubblicala in Inghilterra , sotto il titolo 
rf alili- logarithmic-canou , una Tavola della medesima specie 
di quella qui esposta , ma , molto più. estesa , e il cui oggetto 
è di Jar trovare a qual numero corrisponda un logaritmo dato • 
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poiché ciascuno eli questi numeri essendo il quoziente di quello, 
che lo precede , diviso per io , il logaritmo di uno si ottie- 
ne togliendo una unita dalla caratteristica dell’altro (a4 r j 'i4 2 )- 

247. Dietro a ciò, che è stato detto nel n.° 240, i loga- 
ritmi dei numeri frazionari sono negativi nell’ ipotesi attuale , 
e si deducono facilmente da quelli dei numeri interi , osser- 
vando che una frazione rappresenta il quoziente della divisione 
del numeratore pel denominatore. Quando il numeratore è 
minore del denominatore , il suo logaritmo è pure piu picco- 
lo di quello' del denominatore , ed in conseguenza , togliendo 
l’ultimo dal primo , si ha un resto negativo. 

Affla di ottenere il logaritmo della frazione J , per esempio, 
toglieremo da o , che esprime il logaritmo di 1 , la frazione 
o, 3 oto 3 oo, la quale rappresenta quello di 2 , ed otterremo 
— o, 3 oio 3 oo. 

Togliendo da o il numero i, 3 oio 3 oo , che è il logaritmo di ao, 
avremo il logaritmo di ~ eguale a 

— i, 3 oio 3 oo ; 

il logaritmo di 3 essendo 0,4771213 , quello di | sarà 
o, 3 oio 3 oo — 0,477 1 21 3 = — 0,1760913. 

a 48 . Dalla maniera , mediante la quale si ottengono i lo- 
garitmi delle frazioni , fatta astrazione dal loro segno , si vede 
che essi appartengono (24 1) al quoziente della divisione del 
denominatore per il numeratore , e corrispondono in conse- 
guenza al numero , per il quale bisognerebbe dividere l’unità, 
onde ottenere la frazione proposta. Difatto | , per esempio , 

1 

può esser posto sotto la forma — , Il=xl 3 — la rr 0,1760913. 

Sarebbe poco comodo , per trovare il valore della frazione, 
alla quale appartiene un logaritmo negativo dato ; cercare il 
numero , a cui corrisponde allorché desso è positivo , poiché 
Insognerebbe effettuare la divisione della unità per questo nu- 
mero ; ma , se si toglie questo logaritmo da 1 , 2 , 3 , ec. 
unità, il resto apparterrà al numero, il quale esprime la fra- 
zione cercata allorché si converte in decimali, poiché questa 
sottrazione corrisponde alla divisione dei numeri 10, 100, 1000, 
ec. per il numero del logaritmo proposto. 

Sia, per esempio , — o, 3 oio 3 oo: se non avendo riguardo 
al suo seguo , si tolga questo logaritmo da 1 , ovvero da 
1 ,0000000 , il resto 06989700 corrispondendo a 5 , fa vedere 
che la frazione cercala è eguale a o,5 poiché abbiamo suppo- 
sto l'unità composta di io parti. 
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Se , allorché cercasi il logaritmo d' una /ragione , si conce- 
pisca subito l’unità formata di io, oppure di 100 , di iooo,ec. 
parti , ovvero , che torna lo stesso , se «i aumenti la caratte- 
ristica del logaritmo del numeratore d’ un numero d'unità suf- 


ficiente perche se ne possa fare la sottrazione di quello del de- 
nominatore , avremo in siffatta maniera un logritmo positivo, 
il quale potrà impiegarsi in luogo di quello , che abbiaiuo 
indicato piu alto. 

Affine di porre dell' uniformità nei calcoli, si aumenta il 
piu spesso di io unità la caratteristica del logaritmo del nu- 
meratore. Relativamente alla frazione | , per esempio , si ha 


io, 3 oi o 3 oo — 0,477 1213=9,8239087. 

E facil vedere che questo logaritmo sorpassa di 10 unità il 
logaritmo negativo — 0,1760913 , e che in conseguenza , ogni 
qual volta lo sommeremo con altri , introdurremo 10 unità, 
di più nel resultato; ma la sottrazione di queste io unità non 
dee coniarsi per un’operazione , ed allorché la medesima sot- 
trazione sarà effettuata , avremo eseguila nel tempo stesso quel- 
la di 0,1760913. Difatto, sia N il numero, al quale si ag- 
giunge il logaritmo positivo 9,8239087; il resultato dell’ ope- 
razione si rappresenterà da 

lV-f-10 — 0,1760918; 
c se si toglie 10 , avremo solamente 

N — 0,1760913. 

Dopo ciò , che precede, si cangia la sottrazione in una 
somma impiegando , in luogo del numero da sottrarsi , il 
suo complemento aritmetico , e vale a dir quello che resta al- 
lorché togliesi questo numero da uuo dei numeri io, 100, 1000, 
ec. , resultato , il quale si ollieue togliendo da 10 le unità 
semplici del numero proposto , e tutte le altre da 9 : ciò fat- 
to , si aggiunge questo complemento al numero , dal quale bi- 
sognerebbe sottrarre quello proposto , e si toglie dalla som- 
ma un’ unità dell’ ordine stesso , sul quale abbiamo preso il 
complemento. 

E evidente che, se il complemento sia ripetuto più volte, 
bisognerà togliere , dopo la somma , tante unità dell’ ordine , 
sul quale è stalo preso il complemento, quante unità vi sono 
nel suo moltiplicatore; e per la stessa ragione, se s’impiega- 
no più complementi , saia necessario di togliere per ciascuno 
la unità , sulla quale è stato preso , ovvero tante unità quan- 
ti sono i complementi , se tutti sien presi sopra una stessa unità- 

Qualche volta questa sottrazione non può effettuarsi 5 il re- 
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stillato è allora il Complementi aritmetico del logaritmo di 
una frazione , e corrisponde nelle Tavole all’ espressione di 
questa frazione convertita in decimali. Quando restano ancora 
io unità da togliersi dalla caratteristica, che è il caso il più 
ordinario , è lo stesso come se si fosse moltiplicato per 
10000000000 il numeratore della frazione cercala , onde ettet- 
tuarne la divisione per il denominatore ; la caratteristico del 
logaritmo del quoziente fa conoscere qual sia l’ ordiue il più 
elevato delle unita , che couliene questo quoziente , per lap- 
porlo a quelle del dividendo. Nel 9,8239087 la caratteristica 9 
dimostra che il quoziente debbe avere una cifra di meno del 
numero , per il quale si è moltiplicata 1’ unità ; ed in conse- 
guenza se , per ridurre il quoziente al suo vero valore , si se- 
parano 10 cifre decimali , la sua prima cifra significativa ver- 
so la sinistra sarà delle decime parti j non si troverebbero che 
delle centesime , delle millesime , ec pei numeri , i cui com- 
plementi aritmetici avessero le caratteristiche 8,7, ec. 

249. Ciò , che abbiamo detto sul Sistema di logaritmi, nel 
quale a— io, contiene i principi generali necessari per l’in- 
telligenza delle Tavole, le quali son quasi tutte precedute da 
un’ Istruzione relativa alla loro disposizione particolare , ed 
alla maniera di servirsene , alla qual' Istruzione rimando i 
Lettori. Io indicherò loro frattanto le Tavole di Calici ( edi- 
zione stereotipa ) , e quelle di Borda perchè sono estesissime , 
e comodissime. 

25 0. Quando si ha il logaritmo di un numero y per un 
valore particolare di a, ovvero per una base particolare, è 
facile di ottenere il logaritmo del medesimo numero in qua- 
lunque altro sistema. Dipatto , se si ha a x z=.y , per un’ altra 
base A avremo As—y , X essendo differente da a: , ricavere- 
mo da ciò A*-—a x . Prendendo i logaritmi relativamente al 
Sistema , la cui base è a, otterremo 

l^xrrla-v : 

ora , per ipotesi , e IA*=XIA (a 4 ') ; dunque JflA^ r, 

x 

oppure X— — : ma considerando A come base , X sarà il 

\A 

logaritmo di y nel Sistema relativo a questa base : se dunqrre 
s' indica quest’ultimo per Ly , affine di distinguerlo dall’ altro, 
avremo 
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e troveremo il logaritmo di y nel secondo sistema dividendo 
il suo logaritmo preso nel primo per il logaritmo della base 
del secondo sistema. 

!r 

L'equazione precedente somministra parimente — =AA , il 

L jr 

che fa vedere che qualunque sia il numero y , esiste tra i lo- 
garitmi ly , e Ly un rapporto invariabile rappresentato dal 1 A.- 
a5 1 . Iu qualunque sistema si sia , il logaritmo di i è sem- 
pre zero ; poiché, qualunque sia a, abbiamo sempre osi-.; 
Allorché a è > l , i logaritmi essendo suscettibili d'accresci- 
mento indefinito a misura che i numeri aumentano , si dice 
che dessi divengono infiniti nel medesimo tempo che i nume- 
ri ; e siccome , allorché y è un numero frazionario , si ha 

ì 

y — — = or - r , si vede che più y diminuisce , più x dee 
a* 

aumentare negativamente , ma che tuttavia non si può mai 
assegnare per x un numero il quale renda y esattamente nul- 
lo. Tale è il senso, nel quale bisogna intendere che il loga- 
ritmo di zero è eguale all' infinito negativo , cosi come trovasi 
in molte Tavole. 

a52. Darò adesso alcuni esempi dell' uso , che si può fare 
dei logaritmi nella valutazione numerica delle formule. Segue 
dal n.“ 241 , e dalla definizione dei logaritmi , che ci viene 
somministrata dall’equazione a _y ,• che 

\{AB)=\A+\B , 1^-^ — \A — Ili , 

\A"z=m\A , \A‘— — \A. 

ri 

Applicando queste regole alla formula 

- - ) 

5 

la quale c assai complicata , si trova 

l(^»y£»_C)=l[^ ,V (B+C)(B— c)}-, 

WC)+-(/?-6’) , 
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etl jn conseguenza 



5 

cSipe-F 


*\J+\\(B+C)-\\\{B— C)— \C—?,\D-$E-nW- 

Se si prendessero i complementi aritmetici di 1 C, |1Z? 

|1 F y e s’ indicassero per C r y D 1 y E* y F 1 y in luogo del re- 
sultato precedente avrebbesi 

aU+|l (2? + C)+IKB- C)+ C'+D'+E'+F > , 

osservando di togliere dalla somma tante unita dell ordine j 
sul quale abbiamo presi i complementi , quanti sono questi 
complementi , e vale a dire 4- Allorché saremo pervenuti a 
logaritmo della formula proposta , le Tavole faranno conosce- 
re il numero , al quale questo logaritmo appartiene , e che e 

il valore cercato. , 

a53. L’ uso il più frequente dei logaritmi è quello , che se 
ne fa per trovare il quarto termine di una proporzione. L ma- 
nifesto che , se a : b : : c : d , avremo 
bc 

d— — , di dove W=li-}-lc — la , 


vale a dire , che il logaritmo del quarto termine cercato e 
eguale alla somma dei logaritmi de' due medi diminuita del 
logaritmo dell' estremo cognito , ovvero alla somma dei loga- 
ritmi dei medi pià il complemento aritmetico del logaritmo 

deir estremo cognito. . 

254. Se si prendono i logaritmi di ciascun membro delle- 

b d „ 

qo azione — ss — j la quale esprime il carattere della prò- 
a c 

porzione . avremo 

li— lassi d — le ( 252 ) 5 
dalla quale resulta che i quattro logaritmi 
la : li : le : M 


formano un’ equidifferenza (aa3). 

La serie dell’ equazioni 

i c d c 

— — . — — ss — , ec. (z3i) 

a b c d 

conduce parimente a 

li— locale— IteW— lc=Ie— l«f ) ec. , 
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e se né conclude che alla progressione per quozienti 
a : 6 : c. : d : e , ec. 

corrisponde la progressione per differenze 

la . 16 . le . \d . le , ec. , 

e che in conseguenza i logaritmi ilei numeri “in progressione 
per quozienti sono in progressione per differenze. 

a55. Se si avesse l'equazione b z =c , si risolverebbe facil- 
mente col mezzo dei logaritmi $ poiché \b z essendo egua- 
le 

le a zi b -, avrebbesi zl£ = lc, ed in conseguenza z = — ; 

16 

L’equazione bc‘—d si tratterebbe nella stessa maniera j facen- 
do primieramente c l —u , verrebbe 

\d M 

6” ~d , nlirrlrf , u— — ■ , oVvero c* = — 

16 16 

prendendo nuovamente i logaritmi troverebbesi 

( ldx 1 \d — 116 

— ) = liti — U6, e z— i 

\lj . * le 

In quest' ultima espressione 116 denota il logaritmo del loga- 
ritmo di 6 , e si ottiene considerando questo logaritmo come 
un numero. Le quantità b z , b ct , e tutte quelle , che ne de- 
rivano , si chiamano esponenziali. 

Problemi relativi alt interesse del denaró. 

i56. La Teoria delle progressioni per quozienti , e quella 
dèi logaritmi trovato la loro applicazione nelle speculazióni 
concernenti 1’ interesse del danaro. Per intendere ciò , che 
adesso esporrò sopra questo soggetto , bisogna sapere die i 
Vantaggi , che procura una somma di danaro a quello , che 
la impiega , tanto al cambio del commercio ; quanto a far ese- 
guire dei lavori produttivi , sono lauto più grandi quante più 
sono le volle che desso può rinnovar questi cambi , o mol- 
tiplicare questi valori. Segue da ciò che quello ; 11 quale pren- 
da una somma di danaro per farla fruttare , debbe rendendd 
questa somma al Ime di un certo tempo , unirvi una retribu- 
zione per compensare il prestatore dei vantaggi , che ei avreb- 
besi procurali se l’avesse impiegata egli stesso. Tal’ è l’ idea j 
die dobbiamo farci dell’ interesse del danaro. Pet- deterhiihar- 
lo si paragonano tutte le somme a quella di too lire presit 
per unita , e si conviene di ciò che dee frullare quest’ ultimi 
alla fine di un tempo dato , per esempio , di un aiirió. Noti 
■Algebra iti 
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è qui il luogo Ji esporre le considerazioni , che in ciascun 
genere di speculazione fanno alzare , ed abbassare il frutto del 
danaro : desse non possono entrare che negli Elementi di A- 
ri noetica politica , e commerciale , i quali debbon essere pre- 
ceduti da quelli del Calcolo delle probabilità -, ed il mio og- 
getto in ciò, che segue , non è elle di risolvere alcuni dei 
problemi , che offrono le progressioni per quozienti. 

Supporrò in generale , che siasi convenuto di dare al fine 
di un anno per la somma i un interesse denotato da r ; è 
evidente che 1’ interesse di una somma 100 pel medesimo tem- 
po sar'a too r , che quello di una somma qualunque a sarà 
espresso da ar 5 e , se s’ indica quest’ ultimo per a , avremo 

a—ar 

Mediante questa relazione , è facile trovar il frutto per una som- 
ma qualunque allorché si ha quello , che danno 100 lire, ov- 
vero qualunque altra somma in un tempo cognito ; questo pro- 
blema si chiama calcolo d' interese semplice. 

ih-]. Ma , se il prestatore in vece di ritirare ciascun anno 
il frutto del capitale , che ha guadagnato , lo lascia in mano 
del debitore per farlo fruttare unitamente alla somma primiti- 
va nell’ anno seguente , al fine di quest’ anno il capitale avrà 
acquistato un valore , il quale lo troveremo nel modo seguente: 
il capitale primitivo essendo n, aumentato dell’interesse or, 
diverrà , alla fine del primo anno , 

a-}-ar=a(i-f.r). 

Se adesso si faccia 

0 ( , + r )=' I 'j 

il frutto della somma a' per un anno essendo a'r , quello del- 
la somma a(i-(-r) sarà per un secondo anno, or(i-|-r); e 
nello stesso modo che al fine del primo anno il capitale a au- 
mentato del frutto , che dovea dare , è divenuto o(t +r) ,! >1 
capitale a 1 diverrà alla fin del secondo anno 

a'( 1 -|-r)=a( 1 -J-r)’=a". 

Se il datore del danaro non ritiri il capitale a' 1 neppure alla 
fin di quest’anno , e che lo lasci per un terzo anno , alla fi- 
ne di questo gli sarà dovuto , secondo ciò che precede , 

a 1 1 "h r )— °( 1 -f-r) 5 =a ,,, . 

Si vede facilmente che dopo il quarto anno a 11 ! sarà cangiato in 
«'''(«“M— a(i+r)«, 

e cosi di seguito , e che iu conseguenza la somma data a frut- 
to in principio , e le somme da rendersi alla fine del primo j 
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del seconda 


del terzo , del quarto, ec. 


anno 


formano 


questa 


progressione per quozienti 

. ^-a : a(t+r) : a(t-f-r)’ : a(i-fr) 5 : a(i+r)4 : ec. , 

di cui il quoziente è t+r, ed il termine generale 

a(i+f)«=^ , 

il numero n indicando quello degli anni decorsi dall istante 
dell’ imprestito. 

Sia , per esempio , la quota del fruito al 5 per roo , vale a 
dire che per 100 lire prestate per un unno delibasi rendere toi 
lire : abbiamo dunque 

ioor=5 , oppure r=^=J à , e •+/•=--• 

Se si volesse sapere ciò che diviene la somma a , abbandona* 
ta , così come suol dirsi , per a5 anni , avrebbesi allora 



in vece della somma primitiva. La a5.ma potenza di j| valu- 
tasi prontamente per mezzo dei logaritmi , poiché si ha (ibi) 

^ = a51 ^ = a5 (bt-.lao) =0 , Sacrai } 


ìl che somministra ' 1 

l5 

=3,386 incirca , jrf=3,38 6n ; 

e da ciò si fa manifesto che 1000 lire prestale nel modo indi- 
cato diverrebbero 3386 lire alla fine di i5 anni comprenden- 
dovi i frutti , ec. 

Se il cambio durasse 100 anni , troverebbesi 



incirca ; così 1000 lire produrrebbero, dopo questo spazio di 
tempo , una somma di 1 3 1000 lire circa. Questi esempi dimo- 
strano con quale rapidità i fondi si auinenlauo per 1’ «ccu- 
inulazioue degli interessi composti. 
a58. L’equazione 

^=ra(i-f-r)* 

dà luogo a quattro problemi : il primo , conoscendo a , r , e 
trovare A , si presenta cgni qualvolta si cerca ciò clic divie- 
ne il capitale dopo un numero n di anni -, io ue ho dato pu- 
c’ anzi un esempio. 



\ 


*7 6 . 

Il secondo , 


ni 

conoscendo a , 


M S 


H I ì 

e n , trovare 


r- , oo tu ! li co 


a conoscere la quota del frutto per meno della somma primi* 
tiva , di quella che è stata rimborsata , e del tempo che l’im* 
yrestim lia durato ; si ha iu questo caso 

,+r= Vr' 

Il terzo , conoscendo A , r , e n , trovar a , e pel quale 


li ottiene 


A 


a— » 

(i+r)» 

ha per oggetto di determinare il capitale , che bisogua porre 
a frutto per aver diritto dopo uu numero n di anni ad una 
somma A , 

Il quarto , conoscendo A, , a , e r , trovare n , non puh 
risolversi che mediante i logaritmi (a 38 , 25 a). Preudenda, 
quello di ciascun membro dell’ equazione proposta si ottiene 
l/fr=la-}-nl(i+r) , 

4 ’ onde 

1 A — lo 


n— 

l(i-hr) , *■ 

Con quest’ultimo trovasi in quanti anni il capitale a debba 
aver prodotto una somma A. 

Per darne un esempio , suppongo che si cerchi il tempo f 
che è necessario perchè la somma primitiva sia raddoppiata ^ 
la quota del frutto essendo sempre al 5 per too ; avremo 

A=.ia , L 4 =la*f-la , f 

ed in conseguenza 

I2 I2 o, 3 oio 3 oo 

n— — cs = m. — 14,21 

1 || I2 1 — Iiq 0,021 i 8 g 3 

all’ incirca. 

259. II problema seguente è uno dei più complicati , che 
si propongano ordinariamente sopra questo argomento. Sup* 
ponesi che il datore del danaro ponga ciascun anno una nuo- 
va somma , che egli unisce al capitale di quest’ anno , e ciò 
per un numero n di anni ; si domanda qual’ è , alla fine deh» 
r ultimo , 1 ’ importare di tutte queste somme cumulate coi loro, 
fruiti composti. Sieno a , b , c, d, ....£ le somme poste il primo, 
il secondo ^ il terzo,» il quarto , ec. anno ; la somma a. restan- 
do nelle mani del debitore per un numero n di anni diverrà 
• 1 n(i-}-r)S 

somma b , la quale non resta che n — 1 anni , si cangerà Ì 5 \ 
K l -\ r J n ~‘ r 
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la somma c data per n — 3 anni solamente, diverrà 

p cosi delle altre; finalmente l 1 ultima quantità la quale 
pon è impiegata che per un anno , non dar a che 

/ *(»+ r ) : 

avremo dunque 

1 *. +r). 

Calcolando separatamente ciascun termine del secondo membro , 
avremo il valore di A. 

L’ operazione mollo si simpatica allorché 

a—b—c—d. . . z=k 5 
poiché in questo caso si ha 

il secondo membro di quest’ equazione forma una progressione 
per quoziente , il cui primo termine è 0(1 -J-r) , 1’ ultimo 
a(t-l-r)'‘, il quoziente e la somma è in conseguenza 

a(i-fr) 

avremo dunque allora 

r . ; 

Questa equazione presenta pure quattro Problemi corrispondetw 
li a quelli , che ho enunciati sull’ equazione 
A=ia( i -r)“ 

260. I Fondi che si chiamano annualità , sono gl’ inversi 1 

del precedente ; è il debitore , che si libera dal debito di uu 
capitale e suoi fruiti con diversi pagamenti fatti in termini 
egualmente distanti. I pagamenti effettuati dal debitore avanti 
1’ epoca del rimborso posson essere considerali come anticipa- 
zioni fatte al creditore in conto di questo rimborso , il valore 
delle quali dipende dal tempo , che passa tra una di quest’ e- 
poche , e 1 ’ altra. Così denotando ciascun pagamento per a , 
il primo pagamento , che ha luogo n — 1 anni avanti lo spi- 
rare dell'nltimo termine , riferito a quest’epoca , equivale ne- 
cessariamente ad a(i +r)—' ; il secondo , riferito all’ istess’ epo- 
ca , non vale che a(t-J-r)'' — a ; il terzo , a(i-j-r) n — J ; e così 
degli altri fino all'ultimo , il quale non ha che il valore di a. 

Ma da uu altro canto la somma data a cambio essendo rap- 
presentata da A , diverrà nelle mani del debitore, dopo n an-r 
»i , un capitale che dovrà essere eguale a tutte leantici- 

^azioni riunite, che il creditore ha da lui ricevute; avremo dunque 
A( 1 -f-r) n =a( i+r) n—, +«(i 1 ’-}-a( 1 -J-r)»— 5 . .. -J-“ , 
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ovvero , calcolando la somma della progressione , che forma 
il secondo membro , 

A 1 +o n = » 


equazione , nella quale possiamo prendere alternativamente per 
, incognita la quantità A , che io chiamerò prezzo dell’ annua- 
lità , perchè è la somma , che la medesima rappresenta -, la 
quantità a , che è la quota , dell’ annualità ; la quantità r , 
che è la quota del frutto j e finalmente la quantità n , che 
esprime la durata dell* annualità. Per trovare quest' ultima , 
bisogna necessariamente ricorrere ai logaritmi ; si ricava in 
primo luogo il valore di (t+r)'' ; e si ha 

(t+r)"= — , 

a — Ar 

e prendendo i logaritmi , si ottiene 

nl(i-f-r) = la — 1 (a — Ar) , 

da cui ricavasi 

la— l(a — Ar) 

n~ — — 1 • 

l(.+r) 

26». Per mostrare 1’ uso delle formule segnate qui sopra , 
io le applicherò al problema seguente. 

Trovare qual somma bisogna dare annualmente per estin- 
guere in 12 anni un debito di 100 lire coi suoi frutti per que- 
sto tempo, il frutto annuale essendo del 5 per too. 

Iu questo esempio conosconsi le quantità 


A — too , n=ia , r=— » 

20 

e si cerca 1’ annualità a ; l’equazione 

a[(i+r)"— t] 

A{i-\-r)' l =z i 

r 

essendo risoluta per rapporto alla lettera a , sommiuistra 

Bisogna mettere in quest’espressione i valori delle lettere A , 
T , e n e per maggiore facilità calcolare in primo luogo , 
mediante i logaritmi , la quantità , la quale riduce»», 

a (V£ )'* , e troveremo 

79 . 586 . 


Digitized by Google 


d' ÀLGEBRA a _- 

Per mezzo di questo valore otterremo 

ìoo. 3 ’ 5 . i,795S6 5 . 1,79586 

1,79586 — i 0,79686 

e calcolando 1' ultima espressione , o immediatamente o col 
mezzo dei logaritmi , troveremo 

a ss 1 1 ,*826. 

Sarà dunque necessaria un'annualità di 11 1 . , 28 per estin- 
guere in 12 anni il capitale 100 lire , la quota auuuale del 
frutto essendo del 5 per 100. 

262. Maggiori particolarità rispetto a questi Problemi pas- 
serebbero i limili , che mi sono prefissi ,• osserverò solamente 
che , per paragonare il valore di piu somme per rapporto a 
quello , che dee pagarle , o riceverle , bisogna ridurle alla 
medesima epoca , e vale a dire , cercare qual capitale desse 
darebbero ad una stessa epoca. Un Bauclliere , per esempio , 
deve una somma a pagabile in n anni ; per saldare il suo 
debito dà un effetto , il cui valore è rappresentato da b , e 
che dee pagarsi tra p anni ; riportando la prima somma al 
momento , in cui egli eseguisce la sua operazione , essa non 
a 

equivale che ad , perchè questa debbe essere con- 

, ( l + r )" 

sidcrata come il valore primitivo di un capitale divenuto a 
dopo n anni $ la somma b non equivale , per la ragione me- 

b 

desima , al momento predetto , che a ; ] a differenza 

('+r) p 

a b 


(. +r)« (. +rf 

esprimerà dunque, secondo che dessa sarà positiva o negativa ciò 
che dee dare o ricevere il Banchiere nel regresso del suo cambio • 
e se questo regresso non potesse pagarsi che tra un numero <7 
di anni , indicando per c il suo valore al momento dell’ope- 
razione , diverebbe 1 

C (‘+Ò ? i 

equivalente a 

^ ( 1 +Ò ’=»( 1 +r)*—- ò( , -f r y-f 

nel n.° 259 , sono stale tutte ridotta 
all epoca , in cui doveva pagarsi la somme A ; e nel ri 0 260 
ciascuno dd pagamenti , come pure la somma A , sono siati 
riportati all’ epoca , alla quale l’ annualità dovea terminarsi. 

r 1 » E. 


di maniera che sarebbe 
b 


( 


(.+r)» ( i-f-r)P 

Le somme o,À,... k , 
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Nota citata nella pagina ir]. 


Ne 


1 ei num. 66 , e ?5 ho interpretate le soluzioni negative mediante 
1" esame dell’ equazioni , elle esse verificanti immediatamente , confor- 
me io n’ aveva usato più innanzi ; e questo mezzo mi è sempre sem- 
brato esatto , perchè si tratta solamente di far vedere che queste so- 
luzioni hanno un senso ragionevole , poiché desse risolvono dei Pro- 
blemi analoghi al proposto ; ma vi sono spesso più maniere di forma- 
re questi Problemi ; e la seguente , che mi comunicò il fu Sig. Fran- 
gais , Geometra distinto , Professore della Scuola di Artiglieria di Ma- 
gonza , mi è sembrala più semplice di quella , che si trova ih questi 
Elementi. 

» Egli pensa che si debba allontanare dall’ enunciato del Problema 
» del n.° 63. 1’ idea della partenza dei corrieri, col supporli in viag- 
» gio fin da un tempo indefinito , e che in conseguenza bisognerebbe 
» enunciarlo nel modo seguente : JJu e corrieri seguendo la medesima 
» strada nel medesimo senso CI ABC ( pag. io.} ) , dopo che essi 
» hanno corso ciascuno per un tempo qualunque , uno Si trova in A 
n nel momento che l'altro si trova in B ; si conoscono le loro cele- 
ri lini , e la distanza AB : si dimanda in qual punto del/loro corso 
n essi si incontreranno ? » 

Cinesi' enunciato conduce alla medesima equazione che quello del 
n.° 64 S ma II allorché abbiamo stabilita la continuazione del movimen- 
ta to , la soluzione negativa si spiega senza che sia necessario di can- 
» giare la direzione di uno dei corrieri. Infatti , poiché il lor movi- 
li mento non ha più avuto principio dai punti A , e B , ma che ara- 
li bedue prima dell’ istante , nel qual si suppongono arrivati a questi 
» punti, si erano di già mossi nella stessa maniera per un tempo in- 
» definito , andando da C> verso B , è facile concepire che il corrie- 
» re , che in questo punto è avanti a quello , che allora è in A , il 
» quale va meno presto , ha dovuto in una ceri' epoca trovarsi dietro 
» a questo , e incontrailo prima del suo arrivo al punto A. 11 segno 
» — indica allora (come nell’applicazione dell’ Algebra alla Geomc- 
» tria ) che bisogna prendere la distanza AR 1 nel senso opposto alla 
» distanza AR , che si è riguardata come positiva. 11 cangiamento da 
n farsi nell’ enunciato , perché la soluzione negativa divenga positiva , 
» riducesi a stabilire che i corrieri hanno dovuto incontrarsi prima 
» di arrivare al punto A , ìd vece di incontrarsi dipoi ». 

Difatto, quando si pone il punto RI tra A , e C< , in luogo di 
porlo tra A, c B , si trova AB s BRI— AR' } dal che ne resulta l’e- 
quazione y— i=a in luogo di x— y~a , la quale si era ottenuta iti 
principio j nè vi è bisogno di cangiare il seguo di c, la seconda equa^ 

i x y 

zione restando sempre — — — . 

h c 

Il Signor Fraugais applica , non meno felicemente queste considera- 
zioni al caso del n.° qì , considerando i corrieri come dei mobili *ol- 
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temessi ad un moto continuo e incomincialo fino a<l un tempo indefi- 
nito. Esso enuncia il Problema in questo modo : »* Due mobili si tnuo • 
» vano uniformemente sulla medesima retta CJi ( pag„ 1 15 ) , uno 
» nella direzione BC , /’ altro nella direzione CB , con delle cele - 
m rilà date ; quello , che muovevi nel primo senso , si trova in B un 
» numero cognito di ore prima che C alito sia pervenuto in A : si 
» dimanda in qual punto della retta indefinita BC si farà il lo « 
w ro incontro ? 

» La soluzione x =: — 4® miglia vuol dire clic i due mobilisi sono 
• » incontrati nel punto R prima che quello , il quale va da C verso Zi, 
» fosse arrivato al punto A > e che il secondo , il quale va da Zi a C\ 
» fosse nel punto C , dove si trova quando 1’ altro è nel punto A. » 

La posizione assegnata al punto R si verifica osservando che ne re- 
sulta AC^ BC — AB — cd— a , iu luogo di aj-cd y che si era ottenu- 

x cd — a — x 

to in principio (pag. uà), cd in conseguenza — si ; equa-, 

* it 

alone , la quale dà * 3 48 . 

In questa maniera non vi i alcun rovesciamento da fare nel senso 
del moto: in verità le circostanze materiali del Problema sono cangia- 
te.* c come io 1‘ ho detto più alto , ciò prova ebe esistone più Proble- 
mi fisici corrispondenti alle medesime relazioni matematiche ; ma gli 
enunciati qui sopra esposti haono il vantaggio di non ferire la legge 
di continuità , c si avvicinano cosi alla considerazione delle linee , la 
quale dipinge nella maniera la più semplice , e la più generale le 
circostanze del cangiamento dei segni delle grandezze. ( Vedete il Trat- 
talo elementari di Trigonometria e di AppUeaeiont dell' Algebra 
alla Geometria. ) > 
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• ' Napoli 6 Maggio i834- 

Presidenza della Giunta per la Pubblica 
Istruzione. 

Vista la dimanda del Tipografo Raffaello di Napoli , eon 
la quale chiede di voler ristampare il libro intitolato Lacroix 
Algebra. 

Visto il favorevole parere del Regio Revisore Signor D. An- 
drea Ferrigni ; 

Si permette che 1’ indicato libro si stampi , però non si 
pubblichi sema un secondo permesso , che non si darò se 
prima il Regio Revisore non avrò attestato di aver riconosciu- 
ta nel confronto uniforme la impressione all' Originale ap- 
provato. 

Il Presidente 
M. COLANGELO. 

Pel Segretario Generale t 
e membro della Giunta 
Gjsfjrb Stirpar. 
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libri di matematica 

V endibili nello stesso Negozio. 

-^WOWNC»»— 


Alberti Istruzione pratiche per l’ Ingegniero civile o sia 
pento agrimensore , e perito d’acque in 4. Venezia. 2 4 <f 
Bossut Corso di Matematica tradotto da Mazzoni. 3 , 
voi. 8 - 1 30 

Botjcharlat Elementi di Calcolo differenziale , ed inte- 
grale. Terza edizione Napoletana tradotta da F. de 
Luca in 8. ( 

~~ZT Teoria delle curve , e delle superficie del secondo 
Ord.ne , preceduta da principi fondamentali della Geo- 
metria Analitica : Prima traduzione italiana ed arric- 
cima di Note da T. ftlandoj , Napoli 1834. a 60 

Caravelli Elementi di Aritmetica in 8. )( 

Elementi di Geometria Piana in 8. Napoli i 8 a 3 . » 45 

au ? e n me ' r,a * Meccanica delle arti e mestieri , e 
delle belli arti ad uso degli artieri ed operai , dei sotto 
capi e capi di offici e di manifatture tradotto da 
G. Laderchi , 3 voi. 8. Bologna 1820. 4 Q 0 

Lacroix Trattato elementare di Aritmetica in iaNap.i 83 i.» 4 o 

in 8 Napoli f 834 6 Nai, ° letana 

Legendre Elementi di Geometria Piana Solida e Tri- 1 °° 
gonometria , prima edizione Napoletana fatta sull’ ulti- 

Napofi fS? 1 C °“ D ° te d ' T- Mando > vo1 ’ 3 ia 8 ’ 
Marrano Elementi di Aritmetica seconda edizione con* ^ 
note d. Tommaso Mandoj in 8. Napoli i 833 . » 3o 

~ PiMa ■“ 

SoliJ * edi “~ 

M Na™l°i SsT ÌSlÌtUZÌ0DÌ L’Aritmetica Pratica in 8.” 

M 8 * Bolina' 0 COraplete ri, 6 U8r<J « n ‘< le belle arti 9 voi.” ^ 
° °° na ' i4 oq 


» 35 


. Digitized by Google 


Si vendono separatamente ; 

•» ' 

Opuscoli diversi riguardanti le belle arti in 8. 1 5 o 

Dizionario delle belle arti del disegno 2. voi; 8. 3 60 

Memorie degli Architetti antichi e moderni 2 voi. 3 60 

Principiò di Architettura civile con note ed aggiunte 
importantissime 3 voi. 8. 4 80 

Saggio di architettura civile e lettere riguardanti le 
belle arti ,8: 1 20 

Taccata Geometria descrittiva ad uso degli* artisti , che 
contiene la declinazione geometrica (e prospettiva degli 
oggetti , e F arte di ombreggiarli 1 voi. in 4- e d uno 
di tavole disegnate ed incise dall' Autore, Milano i 8 i 3 . 2 4 ° 
Ximekes 1 sei primi elementi della Geometria Piana , a 
1 cui si aggiunge alcun saggio de’ molti usi che le prò* 
posizioni elementari somministrano alla fìsica , mecca- 
nica , astronomia , ed altre parli della Matematica in 
8. Venezia. » 6» 
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